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EINLEITUNG

Einleitung

Die Mathematik betrachtet eine geschlossene Kurve in der Regel als eine
stetige Abbildung von einer Kreislinie in den euklidischen Raum. Kurven
eignen sich, um physikalische Objekte, wie Seile oder lange Molekiil-Ketten
wie DNS-Strange zu modellieren. Der wichtigste Unterschied zur mathemati-
schen Kurve ist, dass physikalische Objekte eine Dicke haben. Deshalb muss
man bei der Modellierung physikalischer Kurven durch mathematische eine
Nebenbedingung einfiithren, die sicherstellt, dass die Kurve genug Abstand
zu sich selbst hat, so dass man sie etwas aufdicken konnte.

Hier gibt es verschiedene Ansitze. Einige finden sich in dem Buch Ideal
Knots ([SKK99]), das von A. STASIAK, V. KATRITCH und L.H. KAUFFMAN
herausgegeben wurde. In [KS98] verglichen R.B. KUSNER und J.M. SuUL-
LIVAN die distortion thickness mit der curvature thickness. J. O’HARA defi-
nierte in [O’H91] eine Variante von SelbstabstoBungspotentialen auf Kurven..
Fiir eines dieser Potentiale, die sogenannte Mdbius-Energie, zeigten M.H.
FREEDMAN, Z. HE und Z. WANG in [FHW94] die Existenz von Minimie-
rern in Primkontenklassen.

Das fiir die Variationsrechnung zugénglichste ist gegenwértig das Konzept
des Globalen Krimmungsradius, das von O. GONZALEZ und J. MADDOCKS
in [GM99] eingefiithrt wurde. Durch je drei Punkte x,y, z im Raum gibt es
einen kleinsten Kreis mit Radius R(z,y, z). Dies ist gerade der Umkreisradius
des Dreiecks A(zyz), wenn sich die Punkte z,y, z in allgemeiner Lage befin-
den. Der Globale Kriimmungsradius p,,,[7](s) einer Kurve v : I — RY
in einem Parameter s des Definitionsbereichs [ ist nun das Infimum von
R(v(s),7v(:),7(:)) tiber fast alle Parameter des Definitionsbereichs der Kur-
ve:

pnl)(9) =il R(3(9),7(0),1(7),

Der Globale Kriimmungsradius A,,,[y] der Kurve v ist das Infimum von
Poppl7](8) tiber alle s € I (vgl. auch Definition 3.1). Es stellt sich heraus, dass
einer Kurve v mit A,,,[y] > 0 eine ,Dicke“ zugeordnet werden kann. Ist
glatt, so stimmt v mit dem normalen Injektivitditsradius der klassischen Dif-
ferentialgeometrie tiberein (vgl. [GM99, Section 3]). Die geometrischen und
analytischen Aspekte des Globalen Kriimmungsradius auf geschlossenen und
nur rektifizierbaren Kurven im R? wurden detailiert in [SvdM03a] untersucht.

GONZALEZ, MADDOCKS, F. SCHURICHT und H. VON DER MOSEL zeig-
ten in [GMSvdMO02], dass Minimierer von nicht linearen elastischen Energien
auf elastischen Stdben mit einer Kurve v als Zentrallinie unter der Neben-
bedingung A,,,[7] > © > 0 existieren. Insbesondere zeigten sie die Existenz
idealer Knoten (vgl. [GMSvdM02, Section 5]), d.h. die Existenz einer lingen-
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minimierenden Kurve in einer Knotenklasse mit vorgegebener Dicke (Dies
wurde mit anderen Methoden auch in [CKS02] und [GdIL03] gezeigt).

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Variationsprobleme von elastischen
Staben vorgegebener Mindestdicke wurden in [SvdM03b] behandelt, wihrend
die entsprechneden Variationsgleichungen in [SvdM04] zu notwendigen Be-
dingungen fiir die Kurvennormale eines idealen Knotens fiithrten.

In [GMS02] untersuchten GONZALEZ, MADDOCKS und J. SMUTNY (siche
auch [S04]) dem Globalen Kriimmungsradius verwandte geometrische Kon-
zepte. Als Alternative zum oben definierten R betrachten sie z.B. den Punkt-
Tangenten-Radius pt(s,t), der in den Parametern s,¢ € I einer stetig diffe-
renzierbaren Kurve v als der Radius des Kreises definiert ist, der durch die
Punkte v(s) und (¢) geht und in (¢) tangential zu 4'(¢) ist. Durch Infimums-
bildung dhnlich zum Globalen Kriimmungsradius erhalten sie eine mit A[7]
bezeichnete Grofe, die ebenfalls eine Charakterisierung der Dicke liefert.

In ihrer Doktorarbeit [S04] untersuchte SMUTNY unter anderem die Idea~
le Kleeblattschlinge und den 4.1-Knoten und berechnete eine aus Kreisbogen
zusammengesetzte Nahrung. Die Daten lassen vermuten, dass die Ideale Klee-
blattschlinge nicht zweimal stetig differenzierbar ist, was bedeuten wiirde,
dass die in [GMSvdMO02] bewiesene C1-Regularitit der Bogenlingenpara-
metrisierung von Kuven v mit A,,,[v] > 0 fiir ideale Knoten optimal ist.

In [GMSvdMO2]wurde gezeigt, dass eine rektifizierbare Kurve v im R3
mit A,,p[y] > 0 genau dann eine Dicke A,,,[7] groBier oder gleich © > 0
hat, wenn sich um jeden Punkt z im Bild von « ein offener Horntorus M
mit Radius © entlang 7 legen 148t, so dass er die Kurve nicht schneidet.
Diese Eigenschaft einer Kurve wird in der hier vorliegenden Arbeit als Torus-
Figenschaft (vgl. Definition 2.3) bezeichnet und liefert den Anfangspunkt
unserer Untersuchungen.

J. CANTARELLA, KUSNER und SULLIVAN verwendeten in [CKS02]
schliellich eine auf Links angepasste Version des Globalen Kriimmungsra-
dius, um nach Idealen Links zu suchen, d.h. nach einem Lingenminimierer
miteinander verschlungener Kurven einer gegebenen Dicke in einer vorge-
schriebenen Verschlingungsklasse. Sie fanden eine untere Schranke an die
Lange der Links, die es ihnen ermoglichte einige einfache Ideale Links an-
zugeben. Insbesondere gaben sie Beispiele Idealer Links, die nur in C'*! und
nicht in C? sind. Dabei zeigten sie auch, dass Losungen derartiger Variations-
probleme nicht eindeutig sein miissen, da sie ganze Kontinua Idealer Links
in einer Verschlingungsklasse fanden.

ii
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In der hier vorliegenden Arbeit betrachten wir nicht nur geschlossene,
sondern auch offene Kurven im R”, d.h. solche die auf einem abgeschlossenen
endlichen Intervall definiert sind. In Abschnitt 1 definieren wir die Torus-
Eigenschaft fiir allgemeine Punktmengen im R”Y. Eine Menge Q C R” hat
in einem ihrer Punkte = € € die Torus-Figenschaft bzgl. ©(x) > 0, wenn
sich um den Punkt z ein offener Horntorus mit Radius ©(z) legen 148t, der
die Menge 2 nicht schneidet. Gibt es © > 0, so dass () in jedem Punkt
x € § die Torus-Eigenschaft bzgl. © hat, so sagen wir, dass die Menge €2 die
Torus-Figenschaft bzgl. © hat.

In Lemma 1.7 zeigen wir, dass man die Torus-Eigenschaft in einem Punkt
auf Schnitten von zweidimensionalen Ebenen mit der Menge iiberpriifen
kann. Dies erleichtert die Anschauung merklich. Es stellt sich in Lemma
1.11 heraus, dass der Torus in nicht isolierten Punkten einer Menge mit der
Torus-Eigenschaft eine eindeutige Ausrichtung hat und diese unabhéngig von
der Dicke © des Torus ist. Einem Punkt z € () kann man also einen bis auf
Vorzeichen eindeutigen Richtungsvektor T, € SV¥~! zuordnen, der im Punkt
x senkrecht auf der Seele des Torus steht. Betrachtet man zwei nahe bei-
einander liegende Punkte einer Menge mit der Torus-Eigenschaft, so zeigt
sich in Lemma 1.12, dass der maximale Winkel der Richtungsvektoren (oh-
ne Berticksichtigung des Vorzeichens) nur vom Abstand der Grundpunkte
und von © abhéngt. Hat eine Menge in einer Folge von Punkten die Torus-
Eigenschaft bzgl. © > 0, so auch in jedem ihrer Haufungspunkte, d.h. die
Torus-Eigenschaft ist stetig, wie Lemma 1.13 zeigt.

In Abschnitt 2 definieren wir die Torus-Eigenschaft fiir Kurven als
Torus-Eigenschaft des Bildes der Kurven und iibertragen die Lemmata aus
dem vorigen Abschnitt auf Kurven. Hat eine Kurve die Torus-Eigenschaft in
einem Punkt und ist in diesem differenzierbar, so muss der Richtungsvektor
des Torus in diesem parallel zur Tangente in diesem Punkt sein (vgl. Lemma
2.5).

Lemma 2.10 zeigt, dass eine injektive Kurve mit der Toruseigenschaft auf
einer kleinen Umgebung immer ungefdhr in die gleiche Richtung lauft. Mit
Hilfe der guten Kontrolle iiber die Richtungsvektoren wird in Satz 2.13 fiir ei-
ne Lipschitz-stetige, injektive und damit auf einer dichten Teilmenge regulére
Kurve v mit der Torus-Eigenschaft die Funktion ‘::—:| Lipschitz-stetig fortge-
setzt. In Satz 2.14 folgern wir daraus sogar einmal stetige Differenzierbarkeit,
sofern 7 gentigend gut (z.B. nach Bogenldnge) parametrisiert ist.

In Abschnitt 3 wird schliefllich der Globale Kriimmungsradius A, auf
offenen und geschlossenen Kurven untersucht. In den Lemmata 3.3 und fol-
gende geht es um Abschéatzungen der Funktion R. In Lemma 3.7 wird gezeigt,
dass A, invariant unter Umparametrisierungen der Kurve mit Homéomor-
phismen ist. Nur injektive Kurven konnen einen Globalen Kriimmungsradius

il
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grofer 0 haben, wie in Lemma 3.8 gezeigt wird. In Definition 3.10 wird mit
A, eine Alternative des Globalen Kriimmungsradius definiert, die auf der
pt-Funktion basiert. In Satz 3.25 wird aber schlie8lich gezeigt, dass fiir nach
Bogenlédnge parametrisierte Kurven A, und A,,, dquivalent sind.

In diesem Abschnitt wird auch auf Punkte eingegangen, in denen der
Globale Kriimmungsradius auf einer Kurve v ,,angenommen* wird.! Es wird
der sogenannte Minimalball eingefiihrt. Betrachtet man eine konvergente Mi-
nimalfolge {(7;, s;,t;)}; von Parametern, so dass R(vy(r;),v(s:),v(t;)) gegen
Appp[7] konvergiert und bestimmt zu (r;, s;,t;) jeweils den Mittelpunkt ¢; des
kleinsten Balls durch die Punkte ~(r;),v(s;),v(t;), so konvergiert eine Teil-
folge der {c;}; gegen einen Grenzpunkt ¢ € RY. Den Ball Ba, ,(c) nennen
wir einen Minimalball. Beriihrt die Kurve einen Minimalball in zwei nicht
antipodischen Punkten, so zeigen wir in Satz 3.27, dass die Kurve auf einem
Grofikreis auf dem Minimalball die beiden Punkte verbinden muss.

In Abschnitt 4 wird fiir p,,,[7](-) und das dhnlich definierte py:[v](-) ge-
zeigt, dass sie oberhalbstetig sind (vgl. Lemmata 4.1 und 4.4). Ist p,,,[7](-) in
einem Parameter unendlich oder auf einer Folge von Punkten unbeschrénkt,
so folgt, dass die Kurve 7 injektiv ist und auf einer Linie verlduft (Lemmata
4.2 und 4.3).
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1 Geometrische Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst einige geometrische Objekte
einfiihren. Dann definieren wir die Torus-Eigenschaft fiir Teilmengen des R,

In Abschnitt 2 werden wir Kurven betrachten, um die sich ein offener
Volltorus legen 148t, ohne die Kurve zu schneiden. Betrachte dazu folgende

Definition 1.1 (Torus). Fir © > 0 heifst

M(P,T,0):= | ] Be(z)cRY

zeC(P,T,0)

der Torus in P € RY entlang des Richtungsvektors 7' € S¥~! mit
Dicke O.

Hierbei ist
C(P,T,0):={0v+PlveS" undvlT} (= SN2 (1)

die Seele des Torus in P mit Radius © orthogonal zu T'.
Die Menge Bo(P) \ M(P,T,0©) nennen wir den Trichter des Torus.

Die obige Menge M (P, T, ©) heifit eigentlich Horntorus (vgl. [LdM02, Bd.
5, S. 223]), da es jedoch die einzige Form eines Torus ist, die in dieser Arbeit
auftaucht, verzichten wir auf den spezifizierenden Zusatz.

Es wird spéter hilfreich sein, eine stetige Parametrisierung des Torus zu
kennen, um diesen an einer Menge entlang bewegen zu kéonnen. Dazu stellen
wir uns den Torus im Nullpunkt entlang des ersten Standardbasisvektors vor.
Durch Drehung und Translation kénnen wir ihn dann an die entsprechende
Stelle im RY verschieben.

Definition 1.2 (Parametrisierung des Torus). Mit
me(P,T,x) : RY x (S¥71\ {—e1}) x M(0,e1,0) — RY

bezeichnen wir die stetige Parametrisierung von M(P,T,©). Hierzu definie-
ren wir me als Verkettung von isometrischen Abbildungen:

m@(P, T, .T) =TpoO DT(.T)

Dabei ist Dy die eindeutige Abbildung, die den ersten Standardbasisvektor
e1 auf den Vektor T dreht und dabei die von ey und T aufgespannte Ebe-
ne span(ey,T) invariant laft. Die Abbildung Tp ist die Translation um den
Vektor P. Als Verkniipfung von stetigen Abbildungen ist mg stetig.

1
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Spéter werden wir Kurven betrachten, die eine gewisse Dicke haben sollen.
Dazu fordern wir, dass jeder Bildpunkt der Kurve mit einem offenen Torus
umschlossen werden kann, ohne die Kurve zu schneiden. Da viele Eigenschaf-
ten nur vom Bild der Kurve abhéngen, definieren wir die Torus-Eigenschaft
allgemein fiir Teilmengen des RY.

Definition 1.3 (Torus-Eigenschaft fiir Mengen). Sei Q C RY. Wir
sagen, () hat die Torus-Eigenschaft im Punkte = € €, falls ein © > 0
und ein T € SV~ existieren, so dass

M(z,T,0)NQ = 0.

Die Menge () hat die Torus-Eigenschaft beziiglich © > 0, wenn sie in
allen thre Punkten x € Q) zu festem © die Torus-Figenschaft hat. Wir sagen
dann kurz, Q) hat die Torus-FEigenschaft”.

In Abbildung 5 auf Seite 17 sind einige Beispiele und Gegenbeispiele fiir
Mengen mit der Torus-Eigenschaft abgebildet. Da wir die obige Definition
hauptséachlich fiir Bilder von Kurven verwenden werden, sind diese Beispiele
fiir uns an dieser Stelle ausreichend.

Die beiden folgenden Aussagen ergeben sich direkt aus der Definition.

Lemma 1.4. Sei Q C RV,

(i) Wenn Q die Torus-Eigenschaft hat, so hat auch jede Teilmenge ' C €
die Torus-FEigenschaft.

(ii) Innere Punkte von Q haben nicht die Torus-Eigenschaft.
O

In den folgenden Beweisen wollen wir uns haufig auf affine Unterrdume
des RY beziehen, die wir in Form eines Stiitzvektors ¢ und einer Orthonor-
malbasis ¢; als gegeben ansehen.

Definition 1.5 (Affine Hyperebene). Sei U C RY mit dim span(U) =:
k<N,

E*(q,U) := {g+v| v € span(U)} = {q +v| v € span(qi, -, q1)}
bezeichne die Affine Hyperebene parallel zu U mit Stiitzvektor ¢ €

RY. Dabei sei qi,-- - ,q, € RY eine Orthonormalbasis von span(U) und wir
kénnen q so wihlen, dass qLspan(U) gilt.

2
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Lemma 1.7 wird spéter zeigen, dass es oft reicht, sich auf kleinere affine
Unterrdume zu beschrinken. Dazu miissen wir den Torus auch innerhalb
affiner Unterrdume definieren, denn es ist zunéchst nicht klar, wie die Schnitte
von Tori mit den affinen Hyperebenen aussehen.

Definition 1.6 (Torus im affinen Unterraum). Sei E*(q,{q1, - ,q1})
eine k-dimensionale affine Unterebene des RY, die wir abkiirzend als E*
bezeichnen. Weiter seien © >0, P € E¥ und T € S’;J;l (wie unten definiert)
gegeben. Wir definieren folgende Hilfsmengen:

Si' = {ve(E'—q)v|=1} (2)
Cpe(P,T,0) = {Ov+PlveSh! und vlT} (2S"?) (3)
Bpre(z) == {veE"|v—2z <06} (4)
Die Menge
Mp(P,T.0):= |J Bmel2)
ZECEk(P,T,e)
heifit der Torus in P entlang des Richtungsvektors 7" € SY~! mit

Dicke © im affinen Unterraum E*(q, {q, -, q}).

Fiir £ = N stimmt die obige Definition natiirlich mit der urspriinglichen

iiberein:
Mpn (o ger, o enh) (B T,0) = M(P, T, 0).

Der RY ist fiir die geometrische Anschauung ab N > 4 recht unhandlich.
In den Beweisen der nichsten Abschnitte wollen wir meist nur iiberpriifen, ob
ein Punkt in einem gegebenen Torus liegt oder nicht. Da oft nur zwei Punkte
und ein Richtungsvektor beteiligt sind, reicht es fast immer, sich auf den
zweidimensionalen Fall zu beschranken und nur den Schnitt des Torus mit
der Ebene durch die zwei Punkte und den Richtungsvektor zu betrachten.
Man bekommt dann die gleiche Situation wie fiir N = 2: Der Torus besteht
aus zwei offenen Scheiben gleicher Grofie mit einem gemeinsamen Randpunkt
und tangential an den Richtungsvektor.

Man kann jedoch auch nur auf den k-dimensionalen Fall (k£ > 2) reduzie-
ren, falls bei Reduktion auf den zweidimensionalen Fall zuviel Information
verloren ginge.

Lemma 1.7 (Reduktion auf den niederdimensionalen Fall). Sei © >
0.

(i) Seien © > 0, der Punkt P € RY, sowie der Richtungsvektor T € SN~!
gegeben. Weiter sei 2 < k < N und E¥ := E¥(P {q, - ,q.}) eine
affine Hyperebene, die die Punkte P und P + T enthdlt.

3
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Dann gilt fiir v € E¥ C RN
v € M(P,T,0) & « € My (P, T, 0).

Die Situation N = 2 ist also charakteristisch, da die Punkte x, P und
P + T immer in einer Ebene liegen.

(ii) Seien die Punkte P, Py, P, € RY und der Richtungsvektor T € SN—!
gegeben. Fir 2 < k < N sei E¥ := EX¥(P {q, - ,q}) eine affine
Hyperebene, die P, Py und Py enthdlt und p : RN — (E¥ — P) die
Projektion auf (E¥ — P). Setze T' := p(T)/|p(T)| € S (fiir p(T) # 0,
sonst T' € Sk, ! beliebig).

Dann gilt fiir v € EF C RN :
r € Mpi(P,T',0) = x € M(P,T,0)
bzw. die Umkehrung

2 & Mge(P,T',0) <z ¢ M(P,T,0).

Beweis:

(i) Durch eine Translation um den Vektor —P koénnen wir die Situation in
den Nullpunkt verschieben. Sei also oBdA P = 0.

Zunéchst der Beweis von rechts nach links. Sei € Mg« (P, T, ©), dann
existiert ein ¢ € Cpr (P, T, ©) mit |z — ¢| < ©. Die Menge Cpi (P, T, O)
ist jedoch auch Untermenge von C'(P,T,©), genauer

CEk (P, T, @) =
{Ov+PlveSitundvlT} C {Ov+PlveS" ' und vlT}
= C(P,T,0),

denn Sgr € SV Also gilt auch ¢ € C(P,T,0) und damit z €
M(P,T,0).

Fiir die Richtung links nach rechts beweisen wir die negierte Aussage.
Seix € E* aber z &€ My« (P, T,0). Wir miissen x ¢ M (P, T, ©) zeigen.
Sei g1, - - - , qx eine Orthonormalbasis von E* mit ¢; = T, die wir durch
{Grs1, -+ ,qn} zu einer Basis des RY ergiinzen. Seien p; die Koordina-
ten von x, so dass x = Zle 1;q; gilt und fiir ¢ € Cpe (P, T, ©) seien \;

die Koordinaten von ¢ mit ¢ = Zf:z Aiq;. Der Koeffizient \; betragt 0,

4
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da ¢ orthogonal zu T' = ¢, ist. Da ¢ € Ej genau dann in Cgr(P, T, ©)
liegt, wenn |c|? = ©% und ¢ LT, T = ¢, gilt, folgt

ceCp(P,T,0) < EZA?:@Z&Af:OﬁHi:11mdi>k
(5)
Aus © & Mg (P, T, 0) ergibt sich
|z — > > ©* Vee Cup

bzw. in Koordinaten

k k k

Y (= NP =+ (] = 2\m) + )N > ©%
=2 =2 =2

Mit Gleichung (5) folgt (beachte, dass die vorige Ungleichung un-
abhéngig von den Vorzeichen von \; gilt)

k
1 +Z ;= 2\ifi) > +Z(u? = 2|Ail|pil) = 0. (6)

=2
Sei nun ¢ € C(P,T,0) beliebig mit Koordinaten \,. Wir setzen ¢* €
Cpr(P,T,0) wie folgt:

A= N (2<i<k—1)

k
Z A G-
i=2

Da die A auch Gleichung (5) erfiillen, ist ¢* in Cpgr(P,T,0). Nach
Konstruktion gilt

(NI <IN fiied =1, k. (7)
Daraus folgt

lh+§:‘_2x > m+§: = 2 A1) (8)

") k
>+ ) (= 20N |l
1=2

0.
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Betrachte
i=k N
o —c)? = m+ Z(Mi =)+ YA
; i=k+1
N
- M*Z 2 _ 9N X o=eh (9
i=2
>0 (8) —e2 (wie (5))

Da ¢ € C(P,T,0) beliebig war, folgt x ¢ M(P,T,0), was zu zeigen
war.

(ii)) Wieder verschieben wir zunéchst die ganze Situation um —P in
den Nullpunkt. Sei {qi,---,qz} eine Orthogonalbasis von E* mit
Q2, -+, qLT. Wir ergénzen sie zu einer Orthogonalbasis ¢y, - - - , ¢ des
ganzen RV, so dass der Richtungsvektor 7" in der von ¢; und g, auf-
gespannten Ebene liegt.

Wir zeigen zundchst Cpi(0,77,0©) C C(0,7,0). Dazu reicht es zu
zeigen, dass alle v € Cg(P,T',0) orthogonal auf T stehen und
lv] = © gilt. Letzteres ist offensichtlich. Wenn T orthogonal zu E*
steht, so ist nichts zu zeigen, denn es ist insbesondere orthogonal
za v € Cpe(0,7,0) C E*. Sei also T ungleich £¢q,;, dann ist
T' = p(T)/|p(T)| parallel zu ¢;. Alle v € E*(0,7",0) sind orthogo-
nal zu 7" also auch zu ¢; und damit zu T' € span(q1, Gx11)-

Aus x € Mg« (0,T",0) folgt, dass ein ¢ € Cgi(0,7’,0) existiert mit
lc — 2| < ©. Dieses ¢ ist nach obiger Uberlegung auch in C'(P,T,0)
enthalten und damit folgt x € M (P, T, ©), was zu zeigen war.

O

Selbst wenn wir die Situation mit dem vorigen Lemma auf den zweidi-
mensionalen Fall zuriickfiihren, ist es oft nicht angenehm mit obigem Torus
zu rechnen. Deshalb fiihren wir noch ein weiteres Objekt, die Trichter-Kugel
ein. Es ist eine offen Kugel ohne einen Doppelkegel in ihrem Zentrum.

Definition 1.8 (Trichter-Kugel). Fir P € RY,T € S""! a € (0,7/2)
heifst der Ball um P ohne den Doppelkegel entlang T mit Offnungswinkel o

Ko(P,T,«a):={y € B.(P)| £(y — P,T) > a undy # p} mit r := 20 sin«

Trichter-Kugel. Die doppelkegelformige Menge B,(P)\Keo (P, T, a) mit Off-
nungswinkel o nennen wir Trichter.
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Konvention 1.9 (zur Notation). Der Winkel £(Ty,T)) bezeichnet in die-
ser Arbeit den Winkel zwischen den Geraden RTy und RTy. Er liegt also
immer zwischen 0 und /2.

Der Radius r der Trichter-Kugel ist gerade so gewéhlt, dass sie in dem
entsprechendem Torus liegt. Umgekehrt ist die Vereinigung aller Trichter-
Kugeln gerade der entsprechende Torus:

Lemma 1.10 (Ausschopfung des Torus durch Trichter-Kugeln). Sei
PcRN, TSV und © >0 gegeben.
Dann gilt
J Ke(P.T,a)=M(P,T,0)

a€e(0,7/2)
Insbesondere folgt aus x € RN, x & M(P,T,©)

r ¢ Ko(P,T,a) Va € (0,7/2).

Beweis: Um zu priifen, ob ein Punkt v € RY in einer der beiden obigen
Mengen liegt, reicht es, sich auf die durch x, P und T aufgespannte Ebene zu
beschrinken, also nur den Fall N = 2 zu betrachten. Sei E? := E*(P,{P —
x,T}), die von P,T und z aufgespannte Ebene sofern © — P und 7' nicht
parallel sind. Andernfalls sei E? := E%(P,{T,T'}), wobei T” € S¥~! beliebig,
aber nicht parallel zu T ist. Wegen Lemma 1.7 wissen wir, dass der Schnitt
von M(P,T,0) mit E? gerade Mp2(P, T, ©) ist. Der Schnitt von E? mit der
Trichter-Kugel Kgo(P, T, «) ist die Menge

E*NKe(P,T,a) = {ye€ B, (P)NE* £(P—y,T)>aundy# P}
(mit r = 20 sin «v)

also gerade die Trichter-Kugel im Zwei-Dimensionalen. Zusammenfassend er-
halten wir wegen z € E?

v € Ko(P,T,a) & z6€ Ko(P,T,a)N E?
re M(P,T,0) & x¢& Mg(P,T,0).

Also reicht es, nur die zweidimensionale Situation zu untersuchen.

Sei nun N = 2. Die Inklusion ,,C* ist wegen der Wahl von r offensichtlich
(sieche Abbildung 1). Wir zeigen also ,,D¢. Sei x € M(P,T,0©). Wir miissen
den Offnungswinkel o der Trichter-Kugel so wdihlen, dass o < L(T,x — P)
gilt und gleichzeitig fir den Radius r(«) die Ungleichung |x — P| < r gilt.
Dann gilt ndmlich x € Ko(P,T,a). Sei h:=|v — P — (x — P,T)T| der zu T
orthogonale Anteil von (x — P). Da M (P, T, ©) offen ist, gilt

0<h<20. (10)
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K@(Pa T7 O[)

L e ¥
8

r=20snha

Abbildung 1: Ausschopfung des Torus mit Trichter-Kugeln.

Wir wahlen « so, dass

h h X
— = ———=siha
r 20sina

gilt und verwenden r = 20 sin &, um nach « aufzulésen:

o ;= arcsin i
o V 20

Wegen (10) folgt 0 < o < /2. Der Punkt z liegt also in Kg(P,T, «) (siehe
Abbildung 1), was zu zeigen war. O

Wenn ein Punkt also nicht in einem Torus liegt, so kann er auch in keiner
der entsprechenden Trichter-Kugeln liegen.

In Abschnitt 2 werden wir Kurven betrachten, deren Bilder die Torus-
Eigenschaft haben. Es wird sich zeigen, dass ein Zusammenhang zwischen
dem Richtungsvektor des Torus in einem Punkt und der Ableitung der Kur-
ve besteht (vgl. Lemma 2.5). Aus diesem Grund ist das folgende Lemma
interessant, weil es zeigt, dass der Torus in nicht isolierten Punkten nur auf
eine Art ausgerichtet sein kann.

Lemma 1.11 (Torus-Eigenschaft in nicht isolierten Punkten). Sei
P € Q CRY ein nicht isolierter Punkt (d.h. B,(P)\{P}NQ # 0 Vr > 0) und
Q habe in P die Torus-Eigenschaft bzgl. © > 0. Dann ist der Richtungsvektor
T mit M(P,T,0)NQ =0 eindeutig bis auf Vorzeichen bestimmt und T ist
unabhdngig von ©.

Beweis: Angenommen T, und 7T; seien zwei nicht parallele Richtungs-
vektoren zu ©p > 0 und ©; > 0, so dass weder M(P,T,,©y) noch

8
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Abbildung 2: Der Torus ist in nicht isolierten Punkten eindeutig.

M(P,Ty,©,) die Menge ) schneiden. Setze o =: £(Tp,T1)/3 € (0,7/6) und
ri :=20;sina (i = 0,1). Wir approximieren die beiden Tori mit jeweils einer
Trichter-Kugel mit Offnungswinkel o und Radius r;. Diese iiberlappen nach
Wahl von « gerade so, dass sie den ganzen punktierten Ball B,.(P)\ { P} mit
Radius r := min(rg, r;) enthalten (vgl. Abbildung 2):

Ko, (P, Ty,a) U Ko, (P,Ti,a) S B,(P)\ {P}.

Da €2 die Tori und damit die Trichter-Kugeln nicht schneidet, schneidet es
auch ganz B,.(P) \ {P} nicht. Dies steht im Widerspruch dazu, dass P kein
isolierter Punkt von €2 ist. Also ist T eindeutig bis auf das Vorzeichen be-
stimmt und unabhéngig von ©. O

Die Ausrichtung des Torus in einem Punkt héngt aber auch von dem
Verlauf der Menge ab. Liegen zwei Punkte Py, P, € €2 nahe zusammen, so
sind auch die Tori in Py und P; &hnlich ausgerichtet, d.h. der Winkel zwischen
ihren Richtungsvektoren ist klein, denn sonst wiirde der Punkt F; im Torus
um P; liegen und umgekehrt.

Lemma 1.12 (Kippverhalten des Torus in benachbarten Punkten).
Die Menge Q habe in Py, P, € Q C RN die Torus-Eigenschaft bzgl. © >
0. Seien Ty, Ty € SN=1 die zu M(Py, Ty, ©) bzw. M(Py,Ty,0) gehirenden
Richtungsvektoren.

Dann gilt
. A(T(JaTl) |P1 — P0|
< 11
St 2 - 20 (11)
sowie |P P|
LTy, T) < piit 200 12
( 05 1) =T 20 ( )
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Abbildung 3: Kippverhalten des Torus.

Beweis: Sei0 < |Py—P;| < 20 sonst ist nichts zu zeigen. Wir betrachten den
Winkel o := £L(To, P, — Py) € [0,7/2]. Wie gro kann dieser in Abhéngig-
keit von Ty schlimmstenfalls werden, ohne dass die Torus-Eigenschaft von €2
verletzt wird? Wir bestimmen also

Qp = max L(T,P—R).
TesN—1
PygM(Py,T,0)

Das Maximum wird angenommen, weil S¥~! kompakt ist und die Neben-
bedingung P, ¢ M(P,,T,0) abgeschlossen ist. AuBlerdem ist 7" = (P, —
Py)/|P1 — Py ein zulassiger Kandidat.

Der Winkel dy wird genau dann maximal, wenn 7' € SV~! so gewihlt ist,
dass P, € OM (P, T, ©) gilt. Denn wire P, im Inneren von RN\ M(P, T, ©),
so konnte man ein 7" mit einem etwas groferen Winkel zu (P, — B) finden,
welches auch noch zuléssig ist. P; kann den Rand von M(P,,T,©) aber nur
auf der Menge OM (Fy,T,0) N OB|p,—p,|(Fo) berithren. Fiir alle T', die die
Bedingung

Py € OM(Py, T,0) N OBp,_py (Py)

10
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erfillen, gilt
[P — By

20

Um das einzusehen, beschrinken wir uns mit Lemma 1.7 auf die Ebe-

ne E*(Py,{Py, Py + T, P;}) und betrachten in Abbildung 3 das Dreieck
A(PyH 1 H,).

Also gilt auch sin ay = |P12;®P°‘. Daraus folgern wir wegen ag < a und der
Monotonie des Sinus

SiHK(T,Pl—Po) =

sin oy < sin ap = L]
0= 0= "F"~ -
20

Die gleiche Abschitzung erhalten wir auch fir oy = £(71, P, — Fy) und
entsprechend definiertes

(13)

aq = max L(T,P—R).
TeSN—l
PygM(P,,T,0)

Insbesondere gilt a; = dy. Nun schétzen wir den Winkel £(T},T7) mit der
Dreiecksungleichung ab

L(To, Th) < g+ g < ap + ap = 2a.
Durch Auflésen nach ap und Einsetzen in (13) erhalten wir Gleichung (11)

L(To,Th) _ [P — Py

sin

2 - 20
Schétzen wir den Sinus mittels sin(x) < (2/7)z fir 0 < z < 7/2 nach
unten ab, so erhalten wir auch Gleichung (12). 0

Sei {P;}; C €2 nun eine konvergente Folge mit P, — P € 2 und 2 habe die
Torus-Eigenschaft zu festem © > 0 in P;. Wenn man die Richtungsvektoren
T; in den Punkten P; betrachtet, so kann man mit dem obigen Lemma zeigen,
dass sie (bis auf Vorzeichen) gegen eine Grenzwert T konvergieren, denn die
Winkel £(7T;,T;) < W% bilden eine Cauchyfolge. Man hofft nun zu recht,
dass €2 die Torus-Eigenschaft auch in P mit Richtungsvektor 7" hat, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 1.13 (Stetigkeit der Torus-Eigenschaft). Die Menge Q C RY
habe zu festem © > 0 die Torus-Figenschaft in einer Folge von Punkten
{P;}; CQ mit P, — P € Q.

Dann hat Q in P die Torus-FEigenschaft zu ©.

11
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Beweis: Seien T; € SV~! die Richtungsvektoren in den Punkten P;. Da
SN¥=1 kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von ihnen gegen ein T' € SV-1.
OBdA sei {T;}; schon konvergent. Der Grenzvektor 7" sei auch verschieden
von —ey, sonst drehen wir die ganze Situation etwas, so dass T # —e;. Fiir
1 grof} genug gilt dann auch T; # —e;. Wir gehen im folgenden schon davon
aus, dass ¢ grof§ genug ist.

Angenommen der Torus um P entlang 7" mit Radius © schneide ) im
Punkt z* € Q, also

e M(P,T,0)NQ # 0.

Sei x das Urbild des Punktes z* in der Parametrisierung mg : RY x
SNl x M(0,e1,0) — RY (vgl. Definition 1.2), also me(P,T,z) = z*.
Da M(P,T,0) offen ist, existiert fiir ¢ > 0 geniigend klein ein ganzer

Ball B(z*) ¢ M(P,T,0), und da mg eine Isometrie ist, gilt entsprechend
B(me(P;, T;,x)) C M(P;,T;,0). Da mg stetig ist, gilt

me (P, T;, x) — me(P,T,z) = z* fiir i — oo.

Also existiert ein k € N, so dass |meg(Py, Ty, ) — x*| < e. Damit folgt aber
x* € B(me(Py, Ty, x)) C M(Py, Tk, ©) im Widerspruch dazu, dass €2 in dem
Punkt Py die Torus-Eigenschaft hat, also insbesondere im Widerspruch zu

M(P,, T, ©)NQ =10
gilt. Es muss also gelten
M(P,T,0)nQ =10
und €2 hat auch im Punkt P die Torus-Eigenschaft. O

Um die Aussage des folgenden Lemmas zu verstehen, stellen wir uns vor,
auf der Menge (2, die die Torus-Eigenschaft habe, zu fahren. Im Punkt P sei
ein Torus angebracht. Ndhern wir uns nun dem Punkt P, so fahren wir in den
Trichter des Torus ein. Das folgende Lemma besagt, dass es (fiir beide Seiten
des Trichters) nur eine Moglichkeit gibt auf € in den Trichter einzufahren.
Eine Situation wie in Abbildung 5f auf Seite 17, wir fahren herein, drehen um
und fahren auf einer anderen Spur wieder heraus, kann also nicht vorkommen.

Lemma 1.14 (Einsame Einfahrt). Die Menge Q habe die Torus-
Figenschaft zu festem © > 0. Sei P € Q und M(P,T,0) der entsprechende
Torus. Setze

Dy ={z e R"||z| < © und T Lz} + P +tT.

12
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Abbildung 4: Zu Lemma 1.14 (Einsame Einfahrt).
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Dann gilt:
S}
#(D,NQ) <1 VteR, |t| < 3

Beweis: Seit € R, [t| <9 < 9. Wir zeigen
D; N Q) = maximal ein Punkt.

Angenommen, es gibe zwei Schnittpunkte Py und P;. Seien Ty, T} und T die
entsprechenden Richtungsvektoren der Tori in Py, P, und P. Wieder kénnen
wir unsere Betrachtungen auf das Zwei-Dimensionale beschréinken, indem wir
Lemma 1.7 (ii) mit E? := E?(P,{P — Py, P — P;}) anwenden. Es kann nicht
vorkommen, dass einer der Richtungsvektoren senkrecht zu £? steht, da sonst
der Schnitt des zugehoérigen Torus mit der Ebene E? eine punktierte Kreis-
scheibe mit Radius 20 wiére, in der sich die anderen zwei Punkte befdnden
und damit auch im Torus um den dritten Punkt befdnden. Die Menge €2
hétte also nicht die Torus-Eigenschaft.

Je nédher sich die Punkte Py und P, sind, desto kleiner muss der Winkel

BZ:K(TQ,PQ—Pl):ﬂ'/Q—Oé

mit o := £(Tp,T) € [0, 5] sein. Wie in Lemma 1.12, Gleichung (13) gilt:

[P — P

20 (14)

cosa =sinff <

Den Abstand |Py — Py| zwischen P, und P; kénnen wir wie folgt

abschétzen. Approximieren wir den Torus M(P,T,0) durch die Trichter-

Kugel Ko(P,T,7/4), so sehen wir, dass sich die Punkte Py, P; in B,(P) \

Ko(P,T,m/4) befinden und diese Menge ist auf der Scheibe D; nur 2|¢| breit
(mit r = 20 sin(7/4) = v/20). Wir erhalten also

Aus Gleichung (14) und da der Arcus Cosinus monoton fallend ist, folgt

Qv > arccos M > arccos g _I
- 20 20 3’

Andererseits wissen wir iiber das Kippverhalten des Torus aus Lemma
1.12, dass der Winkel « kleiner sein muss, je ndher sich P und P, sind. Es

gilt (siehe Abbildung 4):
20
[P — Bl <20t < -~

14
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Die letzte Ungleichung gilt wegen [t| < ©/3. Damit folgt zusammen mit
Lemma 1.12 (Kippverhalten):

N (2) 7|P — B < T
- 20 3
Insgesamt also
v T
T <a<z,
was ein Widerspruch ist. Also kann es nur einen Schnittpunkt geben. O

2 Die Torus-Eigenschaft einer Kurve

In diesem Abschnitt fithren wir die Torus-Eigenschaft einer Kurve ein. Eine
Kurve hat die Torus-Eigenschaft, wenn man um jeden ihrer Punkte einen
offenen Torus legen kann, so dass die Kurve den Torus nicht schneidet.

Wir betrachten stetige Kurven im euklidischen Raum, die entweder auf ei-
nem abgeschlossenen Intervall oder einer Kreislinie der entsprechenden Lange
definiert sind, je nachdem, ob es sich um offene oder geschlossene Kurven han-
delt. In den meisten Beweisen spielt dies ohnehin keine Rolle. Wir unterschei-
den ggf. zwischen Randparametern (des Intervalls) und inneren Parametern,
wozu auch alle Parameter der Kreislinie gehéren. Wir nehmen an, dass die
Kurven auf dem Intervall [0, L] bzw. auf der Kreislinie mit Lénge L definiert
sind. Dabei muss L zunéchst nicht die Lénge der Kurven sein.

Definition 2.1. Bezeichne v : I — RY im Folgenden stets eine stetige
Kurve. Dabei ist I definiert als

7 [0,L] falls v eine offene Kurve ist.
1S, falls v eine geschlossene Kurve ist.

Dabei sei Sy, := £S' := {Lz|x € S'} eine Kreislinie mit Umfang L.
Sei vy nicht entartet, also L > 0 bzw. |I]| > 0.

Wenn nétig fordern wir von der Kurve, dass sie Lipschitz-stetig ist. Die
Kurve ist dann fast iiberall differenzierbar, d.h. dass die nicht differenzierba-
ren Parameter eine Nullmenge bilden.

In Abschnitt 3 werden wir auch nach Bogenlénge parametrisierte Kurven
betrachten. Diese sind dann Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1. Wir
werden bereits in diesem Abschnitt einige Bemerkungen zu diesen besonders
schénen Kurven machen. Zur besseren Unterscheidung schreiben wir I statt
v, wenn die Kurve nach Bogenldnge parametrisiert ist.

15
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Wir benotigen einen Begriff von Abstand von Parametern im Urbild der
Kurve. Ist sie auf einem Intervall definiert, so kann man direkt die Differenz
der beiden Urbilder in R nehmen. Auf dem Kreis muss man den kiirzeren
der beiden moglichen Verbindungswege als Abstand wéhlen. Beides leistet
die folgende Definition.

Definition 2.2 (Abstand im Urbild). Fir s,t € I sei der Abstand
D(s,t) € R von s und t im Urbild der Kurve definiert als

|s —t| falls I ein Intervall ist.

D(s,t) == { %O‘ falls I eine Kreislinie ist.

Dabei ist o € [0, 7| der kleinere Winkel zwischen s und t.

Wenn wir uns nur fiir ein lokales Phdnomen der Kurve interessieren,
kommt es vor, dass wir eine monotone Folge von Parametern betrachten.
Im Fall I = S; miissen wir definieren, was wir z.B. mit s < ¢, s,t € S,
meinen. Liegen s und ¢ nahe genug beieinander (D(s,t) << 1), so kénnen
wir die Kreislinie mit der Abbildung

S L . R —S L
t —— (rsin(t/r),rcos(t/r))
mit r = —
2m
(in Einheitsgeschwindigkeit) parametrisieren. Mit s < ¢ meinen wir nun fiir
s,t € S, dass wir eine ausreichend grofle offene Umgebung von s mit S, auf
R zuriickziehen und fiir die Urbilder s’ := S; '(s),t := S;'(t) € Rgilt s’ < ¢,
Ebenso definieren wir fiir s € Sy, 7 € R mit r klein genug s+ := S(s' +7).

Definition 2.3 (Torus-Eigenschaft fiir Kurven). Fine stetige Kurve 7 :
I — RY hat die Torus-Eigenschaft im Parameter s € I zu © > 0, falls
(1) in~y(s) die Torus-Eigenschaft hat. Also genau dann, wenn ein T € SN~1
existiert, so dass

M(y(s), T,©)N~(I)=0.

Die Kurve hat die Torus-Eigenschaft beziiglich © > 0, wenn v(I)
die Torus-Eigenschaft beziiglich © hat. Also genau dann, wenn sie fir alle
thre Parameter zu festem © > 0 die Torus-Figenschaft hat. Wir sagen dann
kurz: v hat die Torus-FEigenschaft®.

Abbildung 5 zeigt einige charakteristische Beispiele und Gegenbeispiele
fiir Kurven im R? mit der Torus-Eigenschaft. In den Beispielen a,b,c und d sei
I' zweimal stetig differenzierbar. Die Torus-Eigenschaft hat sowohl lokal als

16
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r I
Py
——
(S} P,
P
a) b)
I
e
d) P
I

Abbildung 5: Beispiele und Gegenbeispiele zur Torus-Eigenschaft. In a, b, ¢
und d ist jeweils der groBitmogliche Radius © im interessanten Punkt P bzw.
P, und P, eingezeichnet, zu dem die Kurve noch die Torus-Eigenschaft hat.
In a wird er durch die lokale Kriimmung begrenzt. In b kommt die Kurve sich
selbst sehr nahe. In d sieht man, dass die Endpunkte einer offenen Kurve sich
trotz groflem © sehr nahe kommen kénnen. Die Kurven in e und f haben nicht
die Torus-Eigenschaft, denn der Radius der Tori geht gegen 0, wenn man sich
P néhert. In f 1d8t sich um den Punkt P selbst jedoch wieder ein Torus mit
positivem Radius legen (die Tangente der Kurve springt in P nicht).
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auch global Auswirkungen darauf, wie die Kurve I" aussehen kann (vergleiche
dazu auch [GM99]). Beispiel 5a zeigt, dass ©~1 die lokale Kriimmung im
Punkt P beschrénkt. Der Radius O ist gerade der Radius des Schmiegekreises
in P. In Abbildung 5b kann man sehen, dass auch der Abstand zu auf der
Kurve weit entfernten, im Bild aber nahen Punkten durch © nach unten
beschrénkt ist.

Beides gilt im Wesentlichen auch fiir offene Kurven, wie Abbildung 5c
verdeutlicht (vgl. dazu auch [GMS02] Remark 6.1). Besondere Vorsicht ist je-
doch an den Endpunkten geboten: Wie in Abbildung 5d zu sehen ist, konnen
sie sich beliebig nahe kommen, sofern sie sich in etwa auf einer Linie ndhern
(Lemma 1.14 beschreibt die Situation genauer).

Abbildung 5e stellt schliellich eine Kurve dar, die nur stiickweise diffe-
renzierbar ist. Bewegt man sich nun auf den Knick zu, so sieht man, dass
man den Radius des Torus immer kleiner wihlen muss, damit er die Kur-
ve nicht schneidet. Es gibt also kein festes © > 0, so dass die Kurve I" in
jedem Parameter die Torus-Eigenschaft zu © hat. Wenn der Knick eine Spit-
ze (Cusp) ist, kann es jedoch vorkommen, dass I" im Knick selbst durchaus
die Torus-Eigenschaft zu positivem © hat, wie in Abbildung 5f angedeutet
ist. Stiickweise glatte Kurven mit der Torus-Eigenschaft haben also keine
Knicke wie in Abbildung 5e. Eine Kurve kann jedoch die Torus-Eigenschaft
haben, obwohl sie nur eine stiickweise glatte Parametrisierung besitzt: Wenn
v : [=1,1] — R¥ die Torus-Eigenschaft hat, so auch 5(¢) := (|t|) (vgl. auch
Lemma 2.4), obwohl letztere nicht glatt ist. In Satz 2.14 beweisen wir, dass
alle injektiven Lipschitz-stetigen Kurven mit der Torus-Eigenschaft einmal
stetig differenzierbar sind.

Da die Torus-Eigenschaft nur vom Bild der Kurve abhéngt, ist sie un-
abhéngig von der Parametrisierung der Kurve. Offensichtlich gilt:

Lemma 2.4. Sei v : I — RY eine Kurve mit der Torus-Eigenschaft bzgl.
© > 0. Sev 7: J — I eine surjektive, stetige Funktion.
Dann hat yo 1 : J — RN auch die Torus-FEigenschaft bzgl ©. a

Wenn eine Kurve in einem Parameter s € I die Torus-FEigenschaft hat, so
kann der Torus dort nicht beliebig ausgerichtet sein (es sei denn, die Kurve
besteht nur aus einem einzigen Punkt), sondern seine Ausrichtung ist eindeu-
tig bis auf Vorzeichen und stimmt mit der Tangente an die Kurve {iberein,
sofern diese differenzierbar ist.

Lemma 2.5 (Ausrichtung des Torus). Sei~y : [ — RY nicht konstant
und habe die Torus-Eigenschaft bzgl. © > 0 im Parameter s € I, P := ~(s) €
RY, so gilt fiir den Richtungsvektor T € SN=1 des Torus M(P,T,©):

(i) T ist eindeutig bis auf Vorzeichen bestimmt und unabhdingig von © > 0.
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(i1) Ist~y in s differenzierbar, so ist v'(s) parallel zu T
Beweis:

(i) Dies folgt direkt aus Lemma 1.11, da kein Punkt von ~y(I) isoliert ist,
denn ~y ist stetig und nicht konstant.

(ii) Fir den Fall 4/(s) = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also 7/(s) # 0. Sei
{si}i C I eine Folge mit s; — s und 7(s;) # v(s). Letzteres ist wegen
7' (s) # 0 moglich. Betrachte

V) =08 ey iy i o oo

S — S
Wir zeigen, dass der Winkel zwischen der linken Seite und 7' gegen 0
geht. Wéhle ¢y so groB, dass |y(s;) — P| < © fiir i > ig. Sei ab hier
1 > 19. Definiere

[P —(s:)|
20

1 .
«; 1= arcsin + - —=0firi— oo
7
und
r; := 20 sin ay,

dann folgt v(s;) € B, (P)\ Ko(P,T, ;) und damit fiir den Winkel
zwischen P — 7(s;) und T

(A=t

,T) < a; — 0 fiir i — oo.
S —§;

Also muss 7/(s) parallel zu T sein.

O

Lemma 1.12 iibertrédgt sich auf die Kurve. Ist die Kurve sogar nach Bo-
genlédnge parametrisiert, so kontrollieren wir das Kippverhalten des Torus
auch im Urbildbereich.

Lemma 2.6 (Kippverhalten des Torus in benachbarten Punkten der
Kurve). Die Kurve v : I — RN habe in sy, s, € I die Torus-Eigenschaft
bzgl. © > 0. Seien Ty, Ty € SN~ die zu M(~y(so), To, ©) bzw. M(v(s1),T1,0)
gehorenden Richtungsvektoren.
Dann gilt
. A(Ty, Th) [7(51) — 7(50)]
sin 5 < 56 (15)

[7(s1) — (50|
K(TQ,Tl) S m 2@ .

(16)
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2 DIE TORUS-EIGENSCHAFT EINER KURVE

Fiir T' : I — RY nach Bogenlinge parametrisiert gilt insbesondere

. A(To,Tl) |F(81) —F(80)| D(So,sl)
< <
My = 20 =720 1"
IT'(s1) — T'(s0) D(so, s1)
< < .
K(To,Tl) ~ 7 2@ ST 2@

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.12. Der Zusatz folgt aus
der Lipschitz-Stetigkeit der nach Bogenlédnge parametrisierten Kurve. O

Wie das vorige Lemma folgt auch das néchste direkt aus dem entspre-
chenden Lemma fiir Mengen.

Lemma 2.7 (Stetigkeit der Torus-Eigenschaft). Die stetige Kurve = :
I — RY habe zu festem © > 0 die Torus-Eigenschaft in einer Folge von
Parametern {s;}; € I mit s; — s € I.

Dann hat v in s die Torus-Eigenschaft zu ©.

Beweis: Da 7 stetig ist, gilt P; := v(s;) — P := ~(s) und die Behauptung
folgt aus Lemma 1.13. O

Daraus ergibt sich sofort ein wichtiges Korollar mit Blickrichtung auf die
gewiinschte Differenzierbarkeit von I' auf ganz I (Satz 2.14).

Korollar 2.8. Hat die Kurve v : I — RY die Torus-Eigenschaft zu festem

O auf einer dichten Teilmenge I' C I, so hat v die Torus-Eigenschaft auf

ganz I. O
Aus Lemma 1.14 folgt direkt

Lemma 2.9 (Einsame Einfahrt fiir Kurven). Die stetige Kurvey : I —

RN habe die Torus-Eigenschaft zu festem © > 0. Sei s € I und M(v(s), T, ©)

der entsprechende Torus. Setze

Dy :={z € RY| |z| < © und T La} + ~(s) + tT.

Dann gilt:

©
Dy N ~(I) = mazimal ein Punkt YVt e R, |t| < 3
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2 DIE TORUS-EIGENSCHAFT EINER KURVE

Es ist jedoch zu bemerken, dass obiger Schnittpunkt von der Kurve ~
mehrfach durchlaufen werden kann, da wir nichts iiber die Injektivitat von
vorausgesetzt haben.

Aus dem vorangegangenen Lemma folgt nun, dass eine injektive Kurve
mit der Torus-Eigenschaft nicht beliebig schnell ihre Richtung wechseln kann.
Wenn die Kurve im Parameter s die Torus-Eigenschaft mit Richtungsvektor
T hat, so muss die Kurve noch eine ganze Weile ungefdhr in Richtung T
laufen. Fiir differenzierbare Parameter ist das folgende Lemma klar, aber es
gilt auch fiir die (zunéchst) nicht differenzierbaren Parameter.

Lemma 2.10 (Lokale Monotonie von injektiven Kurven mit To-
rus-Eigenschaft). Die stetige Kurve v : I — RY habe zu festem © > 0 die
Torus-FEigenschaft und sev injektiv. Sei s € I und sei T der Richtungsvektor
des Torus im Punkt ~(s).

Dann ezistiert ein € > 0, so dass fir allet € R mit [t| < e, s+t € I die
Funktion

f:R — R
t o= (y(s+t)—(s),T)
strikt monoton ist.

Beweis: Der Beweis folgt aus Lemma 2.9 (Einsame Einfahrt). Wegen der
Stetigkeit von ~ gibt es ein € > 0 so klein, dass

v(s+1t) —7(s)| <©O/3 Vs+telmnit|t| <e. (18)

Angenommen f ist nicht strikt monoton, dann folgt aus dem Zwischen-
wertsatz die Existenz von to,t € R ty # t1, |tol, [t1] < € mit f(to) = f(t1).
Setze r := f(to) = f(t1) und wegen (18) gilt |r| < ©/3. Das heifit aber, dass
sowohl (s +t) als auch y(s+t1) in der Scheibe D, (definiert wie in Lemma
2.9) liegen. Wegen Lemma 2.9 wissen wir, dass (s + to) = (s + t1) sein
muss, denn es kann nur einen Schnittpunkt geben. Dies ist eine Widerspruch
zur Injektivitat von .

Also ist f auf einer e-Umgebung von s strikt monoton. O

Bemerkung 2.11. Ist ' : I — R nach der Bogenlinge parametrisiert, so
kénnen wir € :== ©/3 wdhlen. Ansonsten konnen wir wenigstens ein € so klein
finden, dass Lemma 2.10 mat diesem € fir alle Parameter aus I gilt. Denn I
ist kompakt und daher ist v gleichmdf$ig stetig und wir finden im Beweis von
Lemma 2.10 in (18) ein €, so dass (18) fiir alle s € I gilt.

Das folgende Lemma besagt anschaulich, dass eine Kurve, die zweimal
durch einen Punkt lauft, beim zweiten Durchlauf auf der Spur des ersten
Durchlaufs bleiben muss.
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2 DIE TORUS-EIGENSCHAFT EINER KURVE

Lemma 2.12. Die stetige Kurve v : I — RN habe die Torus-Figenschaft
zu festem © > 0. Seien s,t € I,t & O mit s # t, aber y(s) = y(t).

Dann exzistiert eine halbseitige Umgebung H := [u,u + h] C I,|h] > 0 2
fiir u=s oder u=t, so dass gilt

#y " (1(r) =2 VreH (19)
Es ist also gleich eine ganze halbseitige Umgebung von s oder t Doppelpunkt.

Beweis: Wir kénnen davon ausgehen, dass weder s noch ¢ in einem echten
Konstanzintervall K C I (d.h. |[K| > 0,Vr,r" € K :~v(r) =~(r')) von v liegt,
denn ldge beispielsweise s in K, so wéhlen wir |h| > 0, H := [s,s + h| C K.
Das Intervall H erfiillte dann Ungleichung (19) und wir hatten weiter nichts
zu zeigen. Sollte s ein Randparameter sein, so kénnen wir davon ausgehen,
dass es ein linksseitiger ist (sonst betrachten wir 4(r) := y(L — r)).

Sei P :=~(s) = (t) und T der bis auf Vorzeichen eindeutige Richtungs-
vektor des entsprechenden Torus in 7(s). Definiere die Funktion f: I — R
als

f(r):={@r)-PT), rel.

Wiihle nun 6 > 0 so klein, dass mit Os(t) := (t — 0,t + ) und Hs(s) :=
[s, s + 0] gilt:

Os(t)yc I & Hs(s)CI (20)
Og(t) N H5(8> = (21)
|P—~(r)] <©/3Vr € Os(t) & |P—~(r)]<©/3Vre Hs(s). (22)

Das geht wegen der Stetigkeit von 7.

Behauptung (x): Firr € Hs(s),r" € Os(t) folgt aus f(r) = f(r'), dass
v(r) = ~(r'), also insbesondere #y~1(y(r)) > 2, da r und r' aus disjunkten
Intervallen kommen.

Denn f(r) = f(r') impliziert

(v(r) =), T) = 0.

Und daraus folgt y(r),y(r") € Dy(y (De wie in Lemma 2.9), denn f(r) < ©/3
(wegen (22)) und wegen der Torus-Eigenschaft folgt aus Lemma 2.9 jetzt
() = (s,

Da weder ¢t noch s in einem Konstanzintervall liegen, finden wir nun
S € Hs(s) mit 3 > s und v(5) # ~(s). Wegen der Torus-Eigenschaft kann

2Fiir h < 0 lesen wir [u,u + h] = [u — |h|,u].
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2 DIE TORUS-EIGENSCHAFT EINER KURVE

~(3) nicht in der Hyperebene orthogonal zu T liegen, deshalb folgt f(3) #
f(s) = 0. Ebenso finden wir

Os(t) mit f(t) #0,t <t

€
e Os(t) mit f(7) # 0,7 > t.

| o

Es gibt nur zwei wesentliche Moglichkeiten, die auftreten konnen, die anderen
sind dazu dquivalent:

1. Erster Fall: f(t) <0 < f(t). Setze

U:=(f),f(t)) CR.

Da O;(t) ein Intervall ist, tiberdeckt f(O;(t)) die Menge U. Nun gibt es
wegen der Stetigkeit von f ein 0 < 6 < 4, so dass f(Hj(s)) C f(Os(t)),
d.h.

Vr € Hy(s): Ir' € Os(t)) = f(r) = f(r"), (23)

also insbesondere nach (x) v(r) = v(r’), aber r # r’. Damit ist H :=
Hj(s) die gesuchte Menge.

2. Zweiter Fall: 0 < f(t), f(t). Wir kénnen davon ausgehen, dass fiir alle
r € [t,t] die Abschitzung f(r) > 0 gilt, denn gibt es ein r mit f(z) < 0,
so setzen wir ¢ := 7 mit f(¢) < 0 und verfahren wie im ersten Fall.

Setze t* := min(f(¢), f(t)) > 0,U :=[0,¢*). Sowohl f([t—4,t)) als auch
f((t,t + 0]) tiberdecken U \ {0}, d.h.

VueUu#0: Ireft—=0,t),r e (t,t+0]: f(r)=f0")=u (24

Fiir 0 € U gilt f(s) = f(t) = 0. Wegen der Stetigkeit von f finden wir
nun ein 0 < 6 < 4, so dass die halbseitige Umgebung H := [t — 0, 1]
nach U abgebildet wird. Sei » € H nun beliebig. Wegen f(r) € U folgt
nun aus (24) und (%), dass #v71(v(r)) > 2. Das war zu zeigen.

|

Mit den Lemmata 2.5 bis 2.10 haben wir nun alles zusammen, was wir
benotigen, um die Differenzierbarkeit von I' herzuleiten. Wir beweisen die
Differenzierbarkeit insbesondere fiir nach Bogenldnge parametrisierte, injek-
tive Kurven mit der Torus-Eigenschaft, die dann sogar in Cb! sind. Mit
Lemma 2.6 und Lemma 2.5 kénnen wir auf der dichten Teilmenge der diffe-
renzierbaren Parameter die Ableitung von I' kontrollieren, die wir dann stetig
fortsetzen. Letztendlich rechnet man nach, dass diese Fortsetzung gerade die
Ableitung von I' auf ganz I ist.
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2 DIE TORUS-EIGENSCHAFT EINER KURVE

Satz 2.13. Sei v : I — RY cine injektive, Lipschitz-stetige Kurve mit
Lipschitz-Konstante K und habe zu festem © > 0 die Torus-Eigenschaft.

Sei, wo definiert,
/

~
£i=—.
7]
Dann lift sich € eindeutig stetig fortsetzen zu € : I — RN und € ist
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante K/©.

Beweis:

1. Zunéchst stellt man fest, dass ¢ fast iiberall auf I definiert ist. Da v Lip-
schitz, also auch absolut stetig ist, ist die Ableitung von -~y fast iiberall
auf I definiert. Wegen der Injektivitdt von « und der Absolutstetigkeit
gilt:

0 # 7(s) — 7(t) = / YV(r)dr s#tel

Also ist 7/ auf keinem Teilintervall von [ fast {iberall 0 und die Para-
meter s mit 7/(s) # 0 liegen dicht in /. Wir nennen diese Parameter

I :={s e I|y(s) existiert und |7/(s)| # 0} C I. (25)

Die Funktion ¢ ist also auf I definiert.

2. Wir zeigen nun: Auf [ erfiillt £ wegen des Kippverhaltens des Torus die
Lipschitz-Bedingung. Wihle ¢ > 0 wie in Bemerkung 2.11. Sei s € T
beliebig. Wir zeigen zunéchst, dass £ auf einer kleinen Umgebung von s
(bzgl. der Relativtopologie in I ) die Lipschitz-Bedingung erfiillt. Sei t €

I beliebig mit |t — s| < € und sei T}, := &£(s) € SN"1, T, := £(t) € SN L.

Aus Lemma 2.5 (Ausrichtung des Torus) wissen wir, dass T bzw. T} der

Richtungsvektor des Torus an der Stelle y(s) bzw. () ist. Aus Lemma

2.6 (Kippverhalten) wissen wir iiber den Winkel o := % € [0,7/4)

(vgl. Gleichung (15)):

1(s) =20 2

] <
sina < 56

Der Winkel « ist nicht nur der Winkel zwischen den Richtungen T
und 73, sondern auch der Winkel zwischen den Vektoren, denn dieser
Winkel ist spitz. Um dies einzusehen, reicht es (£(), £(s)) > 0 zu zeigen.
Betrachte

f(r) == (s +7) =(s), [V (s)|T5).
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Die Funktion f(r) ist in r := ¢ — s € R differenzierbar und nach Lem-
ma 2.10 strikt monoton auf (—e, €). Durch eine Taylor-Entwicklung um
0-+7 sehen wir, dass f tatséchlich strikt monoton steigt (Die Taylorent-
wicklung liefert aber nur eine Aussage fiir eine sehr kleine Umgebung,
weshalb wir auf Lemma 2.10 nicht verzichten kénnen):

FO+n) = (v(s) +17'(s) + o(n) —(5),7'(s)) = n |7/ (s)|* +o(n),

——
>0

also f(0+mn) — f(0) > 0 fiir  geniigend klein.

Damit folgern wir (vgl. [Natb4], p. 210 HS 1) f'(r) > 0 und daraus
folgt das gesuchte

also auch

(€(t),&(s)) = 0.
Da T, T; Einheitsvektoren sind, gilt weiter

|Ts — T;| = 2sina. (27)

Aus den Gleichungen (26) und (27) folgern wir die lokale Lipschitz-
Abschéatzung:

T, — Tl = [€(s) — £(5)] = 2sina < W

KD ~
< # viel,|s—t <e (28

Diese Lipschitz-Abschitzung dehnen wir nun auf ganz I aus:

Sei ¢t € I nun beliebig. Wir unterteilen I durch Zwischenparameter 7;.
Wihle r; € [ (i = 1,.., k) so, dass D(ry,ri41) < € (i = 0,..,k — 1) und
natiirlich Z;ig_l D(r;,riy1) = D(s,t) mit 7o := s und ry := t. Dies ist
moglich fiir geniigend groBes k, da I dicht in I liegt. Jetzt folgt

i=k—1
€(s) = &@)] = §(ri) — &(risva)
=0
e9 YR D i)
= 0
% Vs, t € 1. (29)

Damit gilt die Lipschitz-Abschiitzung auf ganz I mit Konstante K /0.
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3. Nun existiert eine eindeutige Lipschitz-stetige Fortsetzung € auf ganz
I mit Lipschitz-Konstante K/O (vgl. z.B. [Alt92, U 2.3, S. 91]).

Satz 2.14 (Lipschitz-stetige, injektive Kurven mit To-
rus-Eigenschaft sind C'). Die Lipschitz-stetige Kurve v : I — RY
mit Lipschitz-Konstante K habe zu festem © > 0 die Torus-Figenschaft und
sei injektiv. Weiter lasse sich |'| zu einer stetigen Funktion ¢ : I — R
fortsetzen und es gelte |y (t)| > 0 fir fast alle t € 1.

Dann ist y stetig differenzierbar (d.h. v € C*(I,RY)).

Ist insbesondere v nach Bogenlinge parametrisiert, also ¢ = 1, so ist ~'
sogar Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1/© (d.h. v € CY(I,RY)).

Beweis: Betrachte wie in Satz 2.13

C)
6= 1)

wobei I wie in (25) definiert sei. Wegen der Vorraussetzung |y'(t)] > 0 fiir
fast alle t € I hat die Menge I\ I MaB 0. Nach Satz 2.13 existert eine
Lipschitz-stetige Fortsetzung & : I — RY mit Lipschitz-Konstante K/©.
Auf T gilt v/ = ¢€.

Wir rechnen nun die Differenzierbarkeit von v nach. Die Fortsetzung &
ist in Randparametern von I wegen der Lipschitz-Stetigkeit endlich. Sei also
s € I und {s,}, C I eine Folge mit s,, — s, s, # s. Da  auch absolut stetig
ist, folgt

fiir s € I,

)=o) = [Trmar= [y )

= E)(T)dT +0 = " T)dT
/[S RGLIS / (60)(r)

und wegen s, — s # 0

o229 - L [ ee)rar

Sp — S Sp — S

Da ¢¢ stetig ist, existiert der Limes auf der rechten Seite und damit auch
7' (s) und es gilt:
7V'(s) = d(s)é(s) Vs el (31)
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Diese Aussage gilt auch, wenn wir in eventuellen Randparametern von I nur
den einseitigen Limes betrachten. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass ~y
differenzierbar ist.

Die Behauptung iiber Bogenlédngen parametrisiertes v ergibt sich direkt
aus Lemma 2.13 und Gleichung (31). O

Bemerkung 2.15. Die stetige Fortsetzbarkeit von |v'| ist natirlich auch
notwendig fir die stetige Differenzierbarkeit von ~y.

Satz 2.13 qilt vermutlich dhnlich, wenn v nur absolut stetig ist. In Un-
gleichung (28) erbt & dann die gleichmdfige Stetigkeit von ~. Das Fortsel-
zungsargument im 3. Punkt funktioniert auch, da dafir lediglich gleichmdf$ige
Stetigkeit benotigt wird.

Bemerkung 2.16. Ob die Voraussetzung |'(t)| > 0 fir fast alle t € I trotz
der Absolutstetigkeit und Injektivitdt von v notig ist, um die stetige Differen-
zierbarkeit zu erhalten, ist mir unklar. Betrachte dazu folgendes Beispiel, bei
dem sich |'| allerdings nicht stetig fortsetzen lifst:

Sei {q; }ien C Q eine Abzihlung der rationalen Zahlen. Definiere die Men-

ge Q. wie folgt
€ €
QE = ( i — —,{; —> , 1.
U q 2Zq+22 N [0,1]
1€N
Wir konnen das Majf von Q. nach oben abschdtzen durch
0 1 1—1
Q. < — = 2e.
iy (5) =

Anderseits wissen wir || > 0 fiir e > 0, denn es gibt ein i € N, so dass

(6 - 50+ 5) <01
Q’L 2Z’7q2 2Z P

Betrachte nun fiir e = 0.25 die Kurve «y : [0, 1] — R? definiert als
()= [ xoldo
0

Ya(s) =0,

wober x die Charakteristische Funktion von (o5 sei. Dann gilt:

e v ist Lipschitz-stetig, denn fir s,t € [0,1] gilt

19 =201 = | [ xtoytr~ [ xtoyiol =1 [ y(o)dr| <1154

0<-<1
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o 7i(s) = x(s) fir fast alle s € [0, 1], denn

n(s) = lim -

Yi(s+h)—vi(s) ¢, 1 [ ()
fim ? S hmg ) x = x)

fiir fast alle s € [0,1]. Dabei gilt (x) wegen Absolutstetigkeit fast tiberall
und (xx) gilt fast iberall, da fast alle Parameter in [0,1] Lebesgue-
Punkte sind.

e v ist injektiv, denn sei s #t € [0,1], dann gilt

) =) = [ Horr = [ oo £0,

denn es gibt ein i € N, so dass das Intervall U := (1/272 q; + 1/272)
in [s,t] enthalten ist und x|y = 1.

e 7 hat offensichtlich die Toruseigenschaft.

Aber die Menge [0, 1]\Qq.25, auf der~'" = 0 fast diberall gilt, hat mindestens das
Maf$ 0.5. Der Beweis von Satz 2.14 wiirde also in Gleichung (30) scheitern.

Bemerkung 2.17 (Der Beweis von Satz 2.13 in RPN ~1). Die Argumen-
tation wiirde sich wesentlich vereinfachen, wenn man anstelle der Tangen-
tenvektoren Ty, Ty nur die Tangentenrichtungen betrachten wiirde. Dies ge-
schieht, wenn man die Ungleichung (26) im RPN=1 betrachtet. Man bréiuch-
te dann Lemma 2.9 bzw. 2.10 nicht mehr zu zitieren, um zu Gleichung (27)
zu gelangen. Dieser Weg wird in [CKS02, Lemma 4] verfolgt. Nach meinem
Verstindnis wdre nach dieser Argumentation jedoch auch ein Cusp wie in
Abbildung 5f differenzierbar. Lemma 2.9 schlief§t dies aus und ist auch fir
sich genommen interessant.

3 Der Globale Kriimmungsradius und eine
Alternative

In [GM99] haben GONZALEZ und MADDOCKS den Globalen Kriimmungsra-
dius eingefiihrt. Sie zeigen dort, dass Kurven mit nach unten beschrénktem
Globalen Kriimmungsradius eine ,,Dicke“ haben. In [GMS02] fithren sie zu-
sammen mit SMUTNY verschiedene Variationen davon ein.

Wir verwenden in diesem Abschnitt eine ihrer Varianten (p,; in [GMS02])
und zeigen, dass drei Forderungen

e Globaler Kriimmungsradius grofler gleich © > 0
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e Torus-Eigenschaft bzgl. © > 0

e alternativer Globaler Kriimmungsradius grofler gleich © > 0
dquivalent sind (vgl. Satz 3.25).

Definition 3.1 (Globaler Kriimmungsradius). Sei v : [ — RY ecine
stetige Kurve. Je nachdem, ob v eine geschlossene oder offen Kurve ist, sei

I definiert als
_ ] 0,1]
I _{ 04

wobei L € (0,00) die Linge des Intervalls bzw. der Kreislinie ist.
Der Wert

PoppY](8) :=  inf  R(y(s),y(a), (7)) (32)

o,r€I\{s},0#T
heift Globaler Kriimmungsradius von v in s.® Und
Appplr] = lslelg Povp[V](5) (33)

heifit Globaler Kriimmungsradius von . Dabei ist R(x,y, z) der Radius
des kleinsten Kreises durch die Punkte x,y, z:

|z—z| . . .
DIV Emp— fiir x,y, z nicht kollinear
R(z,y,2) = %) fur x,y, z kollinear, paarweise verschieden

diam({zy.2}) g5 ot
€ :

Bemerkung 3.2 (Unterschiede zur Literatur). Die obige Definition
unterscheidet sich von den Definitionen in der Literatur: In [GM99] und
[GMS02] werden ebenfalls stetige Kurven -y betrachtet. Aber das Infimum in
(32) wird tiber das Bild und nicht wie hier iber das Urbild von vy genommen.
Deshalb spielen dort weder Konstanz-Intervalle noch doppelt durchlaufene
Kurventeile eine Rolle. Die in [GMY99] folgende Analysis geht dann sogar
von C?-Kurven aus.

In [GMSvdM02], [SvdMO03a] und [SvdM04] werden alle stetigen rektifi-
zierbaren Kurven ~y zugelassen. Bei der Infimumsbildung in (32) wird jedoch
statt v die nach Bogenlinge parametrisierte Kurve I' verwendet. Bei der Bo-
genlingenparametrisierung werden insbesondere die Konstanz-Intervalle her-
ausgeschnitten, nicht jedoch doppelt durchlaufene Kurventeile. Stetigkeit und
Rektifizierbarkeit ist in den dort bewiesenen Sdtzen oft die einzige Vorausset-
zung an die Glattheit der Kurve.

3Die Notation lehnt sich hier an [GMS02] an, die die Funktion R(y(:),v(-),v(:)) mit
ppp(+, -, ) bezeichnen, da der Radius aus drei Punkten berechnet wird.
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Als Beispiele fiir Kurven mit und ohne die Eigenschaft A,,,[y] > © > 0
kann wieder Abbildung 5 auf Seite 17 dienen, denn in Satz 3.25 zeigen wir,
dass die Torus-Eigenschaft bzgl. © dquivalent ist zu A,,,[y] > ©.

Im folgenden Lemma studieren wir das Verhalten von R, um A,,,[I]
abschétzen zu konnen.

Lemma 3.3 (Darstellung und Verhalten von R). Sei A(ABC) das
nicht entartete Dreieck der Punkte A, B,C € RY. Fiir den Umkreisradius
qgilt:

|A - B|
2sin{(A—-C,C — B)
A-B
- A| C c| B | (35)
2\t Ny

R(A, B,C)

Bei konstantem AB dndert sich R(a) = R(A, B,C) in Abhdingigkeit von
a:=2LA—-C,B—-C) €0, wie folgt:

a € [0,7/2]: R(a)  fillt monoton (36)
a € [r/2,7): R(«)  steigt monoton. (37)
Beweis: Die Formel (34) ist der Sinussatz (vgl. z.B. [B81]). Aus der Linearen
Algebra ist die Formel

(A= C)A(C—B)|
[A-Cllc—B]

|sin£(A—C,C—B)|=

bekannt, aus der die Formel (35) folgt.

Da der Sinus auf (0, /2] monoton steigt, ist klar, dass R bei festem AC
monoton fillt. Umgekehrt féllt der Sinus auf [7/2, 7] monoton und entspre-
chend steigt R monoton. O

Lemma 3.4 (Verhalten von R auf Kugeloberflichen). Sei B,(c) C RY
ein offener Ball um ¢ mit Radius r > 0 und x,y,z € 0B,(c) paarweise
verschieden.
Dann gilt
R(z,y,z) <r (38)

und Gleichheit genau dann, wenn x,y,z und ¢ komplanar sind.

Beweis: Es geniigt nur den Fall ¢ = 0 zu betrachten, da man mit einer
Translation ¢ auf den Nullpunkt abbilden kann.
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Angenommen z, ¥, 2 und ¢ = 0 liegen in der Ebene E := E?(0,{z —0,y—
0,z —0}), dann kénnen wir durch Drehung erreichen, dass E = span(ey, es),
wobei {e1, -+, ex} die Standard-Einheits-Basis in RY sei. Stellt man z in der
Standard-Einheits-Basis dar, z = Y.~ | 2;e;, und beriicksichtigt = € 9B,.(0),
so erhdlt man:

2 N
IL‘ZQ + E xf =r?
i=1 =3

d.h. z liegt auf dem Kreis um ¢ = 0 mit Radius r. Ebenso fiir y und z. Damit
liegen x,y und z auf dem eindeutigen Umkreis und es gilt R(x,y,z) = r.
Seien x,y, z und ¢ = 0 nun nicht komplanar (insbesondere N > 3). Setze
FE = E*(z,{y — z,z — x}). Durch Isometrien kénnen wir erreichen, dass
E — x = span(ey, e2) und dass ey in Richtung des Abstands von E zu ¢ =0
zeigt, d.h.
Yve E: (en,v) :gleig|w—0| =: h,

sowie

e LE Vi=3,. .. N-—1.

Es gilt h > 0,da c = 0 ¢ E. Der Punkt v € RY habe die Koordinaten-
Darstellung v = Zf\il v;e;. Es gilt

v € ENOJB.(0)

N
& =) &y =0¥i=3- N-1 vy=h
i=1

S =04+ 0vi4+0+h&v;=0Vi=3,--- ,N—1, on=nh
& == B2 =0 )
>0
&U¢:OVi:3,"',N—1, UNIh. (39)

D.h. z,y,z € ENOB,(0) liegen auf einem Kreis mit Radius r’ < r. Also folgt
R(x,y,z) =1r' <r, was zu zeigen war. 0

Lemma 3.5 (Verhalten von R auf Oberfldchen von Linsengebieten.).
Seien x # y € RN fest vorgegeben. Fiir v > |v — y|/2 definiere Linsengebiete

L(x,y,r):= n B, (c)

ceC( 90-2H/ ’ \i:Z\ rC)

mit ro = /12 — % und der Menge C(-,-,-) definiert wie in (1) auf Seite
1. Die Punkte x,y sind dann genau die Spitzen des Linsengebiets.
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Abbildung 6: Der Punkt z im Rande des Linsengebiets hat von einem der
Punkte ¢!, ¢? genau den Abstand 7.

Fiir z € OL(z,y,r) gilt
R(z,y,z)=r.

Beweis: Die Ebene E := E*(z, {z —y,z — z}) schneidet C'(*}2, ot re) in
genau zwei Punkten ¢y, ¢co. Der Punkt z hat von einem dieser beiden Punkte
genau den Abstand r (vgl. Abbildung 6), also liegen x, y und z auf dem Rand
eines Balls mit Radius r und der Mittelpunkt des Balls liegt in der von ihnen

aufgespannten Ebene E. Mit Lemma 3.4 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.6. Man kann den kleinsten Ball, der x # y € RN enthiilt,
fast mit Randern von Linsengebieten ausschiopfen:

e U o,
re(lz—yl/2,00)
wobei (x,y) :=={x + s(y —x)| s € (0,1)}.

Beweis: Sei p € Bj,_y2(32) \ (z,y) gegeben. Wir bestimmen den Radius
eines Linsengebiets, so dass p in dessen Rand enthalten ist. OBdA ist (z+y)/2
der Nullpunkt und x — y parallel zu e;. Die Punkte p, x und y liegen in einer
Ebene E, die OBdA von ep, ey aufgespannt werde. Sei p in Koordinaten
dargestellt durch p = Ei]ilpiei (wobei p; # 0 wegen p & (x,y) und p; = 0
fiir i > 2 wegen der Wahl des Koordinatensystems). Setze

N Ry i
“ 2p1 .
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Wegen p € B,y 2(22) folgt p}+p3 < (Jz —y[/2)? und damit r¢ > 0. Setze
nun 7 := /(|7 — y[/2)? + r2. Dann befindet sich der Punkt p in dL(x,y,7),

denn betrachten wir den Schnitt von £ mit C’(xTer, Ii:zl,rc), so finden wir

zwei Schnittpunkte ¢! = rceq, ¢ = —rce;. OBdA sei p; < 0, dann gilt

p—c'fP = (p1—rc)’ +ps =01 —2pirc + e+ D)
2
l‘_
= r? (40)

also liegt p auf dem Rand des Balls B,(c!). Fiir alle anderen ¢ €

C (2, L, re) gilt mit der Darstellung ¢ = SN Gen SN 2 =126 =0

N N
p—eP = =&+ +) d=p—2ma Pyt Yy & <0
1=3 =1

2
Src

denn obige Summe wird fiir ¢, = r¢ maximal (wir betrachten ja den Fall
p1 < 0). Also ist p im Inneren oder im Rand aller Bélle enthalten, iiber die
der Schnitt gebildet wird. Damit ist p € OL(z,y,r), was zu zeigen war. O

Wir fordern in diesem Abschnitt héufig, dass Kurven nach Bogenlénge
parametrisiert sind. Das ist keine grofie Einschrinkung, da sich rektifizier-
bare Kurven immer nach Bogenlédnge reparametrisieren lassen (vgl. [GHI6]
p. 255) und wir in diesem Abschnitt auch keine Folgen von Kurven, sondern
immer nur einzelne Kurven betrachten, so dass man gefahrlos reparametrisie-
ren kann. Der Wert L in Definition 2.1 ist dann gerade die Linge der Kurve.
Im folgenden Lemma werden wir zeigen, dass der Globale Kriimmungsradius
invariant unter strikt monotonen Umparametrisierungen ist.

Lemma 3.7. Sei v : I — RY cine stetige Kurve, v : J — 1 ein
Homdomorphismus®.
Dann gilt fir s e I:

Popp Y] (8) = Ppppl7 © r](r_l(s))

und insbesondere
Appp [’V] = Appp [’7 © T]-

4Das bedeutet fiir Intervalle eine stetige, strikt monotone Umparametrisierung.
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Beweis:
Sei s € I gegeben und sei {o;,7;}; C I x I eine Minimalfolge, die
R(3(-),7(-),7(s)) minimiert;

R(v(0:),v(1:),7(s)) = ppppl](s) fiir i — oo.

Da r ein Homdomorphismus ist, ist {r~*(o;),r (7))} C J x J eine zuliissige

Folge bei der Infimumsbildung von p,,,[y o r](r~*(s)) und damit folgt:
pomply o 7](r™1(s)) < liminf R(yor(r~(oy)),yor(r=!(m)),yor(r \(s))
Popp[](s) Vs € 1.

Die Abschétzung in der umgekehrten Richtung — und damit Gleichheit —
erhalten wir durch Betrachten der Kurve v o r und des Hom6éomorphismus
~1
rT.
Mit

Appply] = 181611; Povp[7](8) = 35 pppp[’yor](ril@)) = %Ielﬁ Popp[707](t) = Appplyor]
folgt auch die zweite Behauptung. O
Die Umparametrisierung muss jedoch strikt monoton sein, denn wenn sie

Doppelpunkte erzeugen wiirde, so wiirde der Globale Kriimmungsradius 0
werden, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.8. Sei v : I — RY eine stetige Kurve, die nicht injektiv ist und
s#t el mity(s)=~(t).
Dann gilt Appp[v] = ppppl](s) = 0.

Beweis: Sei {s;}; C I eine Folge mit s; — s. Dann gilt

() diam({y(s),7(t),7(s:)})

Popp[Y1(8) < R(¥(s),7(t),v(s:)) = 5 — 0 fir s; — s.
Die Gleichheit in (*) ist gerade die Definition von R, wenn zwei Argumente
gleich sind. Damit folgt p,,p[7](s) = 0 und auch A,,,[7] = 0. O

Betrachtet man fiir differenzierbare Kurven I' den Grenzwert
lim R(I(#), (7). 1))

so stellt man fest, dass dieser ebenfalls eine geometrische Bedeutung hat. Es
ist namlich gerade der Radius des Kreises, der durch I'(¢) und I'(7) geht und
in I'(7) die Tangente I"(7) beriihrt®. Dies nennen wir den

°Dies wird im Beweis von Lemma 3.13 gezeigt.
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Definition 3.9 (Punkt-Tangenten-Radius). Fir o,7 € I,0 # 7 und 7
differenzierbar in T setze

00 falls v(a) —y(7) || 7/ (7),v(c) # 7(7)

|
pt(o,7) == " )0 . falls v(0) = (1), 0 # T
Yo) =y (T
2sin L(v(0)—~(7),7' (7)) sonst

pt ist der Radius des eindeutigen Kreises, der sowohl durch (o) als auch
durch (1) geht und in (1) tangential zu v'(T) ist.

Mit Hilfe des Punkt-Tangenten-Radius kénnen wir nun eine Alternative
des Globalen Kriimmungsradius definieren.

Definition 3.10 (Alternativer Globaler Kriimmungsradius).
Sei I : I — RN rektifizierbar und nach Bogenlinge parametrisiert. Seien

I':={s e I|T'(s) existiert und I"(s) # 0} C I

die Parameter, in denen I' differenzierbar ist. Wir nennen diese auch die
guten Parameter von . Der Wert

pptll](0) == inf pt(o,7) (41)

Tel',o#T

heifst alternativer Globaler Kriitmmungsradius von I" in o.
Ape[I'] = nf pye[T](s)
heifst alternativer Globaler Kriimmungsradius von I'.

Bemerkung 3.11. Da wir Parametrisierung nach Bogenlinge gefordert ha-
ben, wissen wir, dass die Menge I' der guten Parameter dicht in I liegt (nach
Satz von Rademacher). Ohne diese Dichtheit wdre die obige Definition wenig
brauchbar.

Bemerkung 3.12. Falls das Infimum in (41) angenommen wird, kann man
die Kugel mit Radius py[T'](s) durch die Punkte I'(s),I'(t), tangential an I''(t)
betrachten. Sie ist im Allgemeinen nicht tangential an 17(s), wie Abbildung
7 zeigt.

Wir beweisen im Folgenden einige FEigenschaften des alternativen Globa-
len Kriimmungsradius. Das néchste Lemma besagt, dass wir ihn nach unten
gegen den Globalen Kriimmungsradius abschétzen kénnen.
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I(s) I(s)
Ppt [F](S) = pt(s7 T) Ppt [F] (T) = pt(T‘, 5)

Abbildung 7: Die Kugel, deren Radius das Infimum in der Definition (41)
von pp[I'](s) annimmt, muss in I'(s) nicht tangential sein. Tatsdchlich wird
das Infimum hier im Punkt r» angenommen.

Lemma 3.13. SeiI': I — RY eine nach Bogenlinge parametrisierte Kur-
ve, die auf I' C I differenzierbar ist.
Dann gilt
popp L] (0) < pt(o,7) VYoel,rel.

Insbesondere
Apppll] < popp[l1(0) < pi[l](0) < pt(o,7) Voel,rel
und
APPP[F] S Apt [F]
Beweis: Seien o € I, 7 € I',0 # 7 gegeben. Die Ungleichung

pull](0) < pt(o,7)

ist klar. Wir zeigen zunéchst

Popp|L'](0) < pt(o, 7).

Wir koénnen davon ausgehen, dass I'(¢) kein Doppelpunkt ist, denn sonst
folgt mit Lemma 3.8, dass pp,,[I'](0) = 0 gilt, und es ist nichts zu zeigen.
Den Fall (o) — ~(7)||7'(7) brauchen wir ebenfalls nicht zu betrachten, da
fiir pt(o, 7) = oo auch nichts zu zeigen ist.

Sei {hy,}, C R eine monotone Nullfolge, so dass 7 + h,, € I. Der Radius
des Kreises durch die Punkte I'(¢),['(7) und I'(7 + h,) berechnet sich wie
folgt (Der Sinus ist wegen der Stetigkeit des Winkels ungleich 0 fiir h,, klein

genug):

P(o) —T'(7)]
RIN@). D), T+ ha)) = o 20 (0) = Fr + o) D7) =T + )]
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Fiir h,, — 0 folgt wegen der Stetigkeit von Sinus und dem Winkel £ mittels
einer Taylor-Entwicklung fiir den Nenner:

lim 2| sin £(C(0) = T(7 + h), T(7) = T(7 + hy))|

n—oo

= 2

sin £ (F(U) ~T(r), lim T'(7) + o(hn)>

(*)

= 9[sinL(T(0) — T(7),I'(7))] # 0. (42)

Die Ungleichheit in (x) gilt, da der Fall I'(¢) — I'(7)||I(7) bereits behandelt
wurde. Damit folgt dann

lim R(I'(0),T(7),0(T + hy)) = pt(o,T),

n—oo

also
popplL](0) < pt(o, 7),

da obige Folge auch in der Infimumsbildung (32) von p,,,[I'](c) beriicksichtigt
wird.
Durch Infimumsbildung {iber 7 folgt

Popl L] () < ppe[T'](0)
und durch Infimumsbildung iiber Sigma erhalten wir schliefSlich
Appp[r] < Apt [P]

O

Das folgende Lemma zeigt, dass I' mit Ay, [['] > © > 0 in guten Parame-
tern die Torus-Eigenschaft hat.

Lemma 3.14 (Torus-Eigenschaft fiir gute Parameter). SeiI' : [ —
RY nach Bogenlinge parametrisiert. Weiter seit € I', d.h. T'(t) # 0 existiert
und es gelte p[T'](s) > © > 0.

Dann hat T' in s die Torus-Eigenschaft bzgl. ©, d.h.

M(T(),T'()/I1'(1)].©) (L) = 0.

Beweis:  Angenommen es existiert ein s € [, so dass I'(s) €
M(T(t),T'(t) /| ()], ©) gilt. Wir zeigen dann pt(s,t) < O, was jedoch der
Voraussetzung p,[I'](t) > © widerspricht. Also kann es ein solches s € [
nicht geben.
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Beweis von pt(s,t) < ©: Die Punkte I'(s),'(t) und I"(¢) spannen eine
nicht entartete Ebene E auf. Sei K die Schnittscheibe von M(T'(t),I"(t), ©)
und F, in deren Inneren der Punkt I'(s) liegt. Die Gerade durch I'(¢) und
['(s) schneide 0K im Punkte P = I'(¢) + I(I'(s) — I'(¢)) fiir ein [ > 1. Dann
gilt nach Konstruktion:

_perel (9Tl
2sin L(P —T(¢),T7(t)) 2sin£(T(s) —T'(t), I"(¢))

Damit folgt die Behauptung:

9 [C(s) =T

O > T = T () = T (). (D)

= pt(s,t).

(I
Wegen der Stetigkeit der Torus-Eigenschaft konnen wir auch eine Aussage
iiber nicht differenzierbare Parameter treffen.

Korollar 3.15 (Torus-Eigenschaft fiir ganz I'). Sei T : I — R" eine
nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Es gelte Ay [I'] > © > 0.
Dann hat T' die Torus-Figenschaft bzgl. ©.

Beweis: Fiir alle guten Parameter ¢ € I’ gilt:

Ppt [P] (t) > Apt [P],

also hat I' wegen Lemma 3.14 auf I” die Torus-Eigenschaft bzgl. ©. Die guten
Parameter I’ C I liegen dicht in I. Damit folgt die Behauptung mit Korollar
2.8. O

Ahnlich wie fiir den Globalen Kriimmungsradius (Lemma 3.8) gilt auch
fiir seine Alternative, dass sie 0 wird, sobald die betrachtete Kurve nicht
mehr injektiv ist.

Lemma 3.16 (T ist injektiv). Sei I' : I — R eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Es gelte Ay[I'] > © > 0.
Dann ist T : [ — RY injektiv (bis auf Randparameter).

Beweis: Angenommen es gidbe s,t € I, nicht beide Randparameter mit
s # t und I'(s) = I'(t). Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ ein
innerer Parameter. Wegen Lemma 2.12 wissen wir, dass eine ganze halbseitige
Umgebung H (entweder von ¢ oder von s) aus Doppelpunkte besteht. Da die
differenzierbaren Paramter I’ von I' dicht in [ liegen finden wir s’ € H und
t'e I'NH mit ' #t' und I'(s") = ['(¢). Damit folgt

p[T](s") < pt(s', ') = 0.
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Dies steht im Widerspruch zu
0 <0< Apl < pp[I(s).

Also kann die Kurve sich nur an den beiden Randparametern schneiden. O

Bemerkung 3.17. Im folgenden Satz 3.18 zeigen wir, dass I' auf ganz I
differenzierbar ist, also auch in den Randparametern. Daher kénnen wir fol-
gern, dass I' sich nicht in den Randparametern schneiden kann. Denn fir
Randparameter s, t € I' ist es zuldssig, sie in pt() einzusetzen, und wir erhal-
ten Ap[T'] < pt(s,t) =0, sofern I'(s) =T'(t). Also folgt aus A [I'] > © >0,
dass T" injektiv ist.

Mit obigen Lemma wissen wir, dass die Kurve (evtl. bis auf Randparame-
ter) injektiv ist und die Torus-Eigenschaft hat. Damit kénnen wir Satz 2.14
anwenden und den folgenden Satz herleiten.

Satz 3.18 (T ist in CYY(I,RY)). Sei ' : I — RY eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Es gelte Ay [I'] > © > 0.
Dann folgt T € CYY(I,RY) und

/ / 1
T'(s) = (0)] < g Dls,).

Beweis:

Wegen Lemma 3.16 wissen wir, dass [' injektiv bis auf Randpunkte ist.
Sollte I' sich in den Randparametern schneiden, so identifizieren wir diese ein-
fach und behandeln I nicht als Intervall, sondern als Kreislinie. Mit Korollar
3.15 und Satz 2.14 folgt dann die Behauptung. O

Als néchstes interessieren wir uns fiir Punkte auf der Kurve, in denen der
Globale Kriimmungsradius angenommen wird. In diesen Punkten beriihrt
ein Ball vom Radius A,,[I'] die Kurve I". Wir nennen ihn Minimalball. Es
ist dabei zu beachten, dass in der Grenze die drei Punkte in R(-,-,-) zu
einem Punkt zusammenfallen konnen — insbesondere dann, falls der Globale
Kriimmungsradius gerade der lokale Kriimmungsradius ist. Aber auch wenn
das Minimum global angenommen wird, fallen in der Regel zwei Punkte
zusammen (vgl. Lemma 3.28). Dies macht die Definition eines Minimalballs
etwas aufwendiger. Hinzu kommt, dass es mehrere Minimalbélle geben kann,
wie das Beispiel einer Stadion-Kurve (vgl. Abbildung 8) zeigt.

Definition 3.19 (Minimalball). Sei v : I — RY eine stetige Kurve
mit 0 < A,[y] < oo. Die Folge {(s},s2,s?,¢i)tien C I? x RN habe die
FEigenschaften:
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APPP [F]

Abbildung 8: Jeder Punkt der Stadion-Kurve beriihrt einen Minimalball.

(i) Sie approzimiert das Infimum in (33), d.h. R(~(s}),~v(s?),v(s?)) —
Appp[]-

(ii) Der Punkt c; € RY ist jeweils der Mittelpunkt des Kreises durch die
Punkte v(s;),v(s7),7(s7) mit Radius R(y(s;),v(s7),7(s7).

(2 (2
(i11) Sie konvergiert gegen einen Grenzwert

(8}78?78;5701') - (81732,33,0) - .[3 X RN

Wir nennen diese Folge eine konvergente Minimalfolge. Den Ball
Ba,,,im(c) durch v(s'),y(s*) und ~(s*) mit Zentrum ¢ und Radius Aypp[Y]
nennen wir esnen Minimalball an . Fir Ay,,[y] > 0 nennen wir ihn echt.

Tatséchlich liefert jede Minimalfolge von (33) einen Minimalball.

Lemma 3.20 (Existenz von Minimalbéllen). Sei v : I — RY eine
stetige Kurve mit 0 < A,,[v] < oo. Sei {(t},t2,t3) }ien C I? eine Folge,

die das Infimum in (33) approzimiert, d.h. R(y(t}),v(t2),v(t3)) — Appply]-
Sei der Punkt P; € RYN jeweils der Mittelpunkt des Kreises durch die Punkte
V() v(8), 7 () mit Radius R(y(t}),7(t7), y(t]) zu t;, £, £}

(RIS e 2

Dann emistiert eine konvergente Teilfolge {(s}, s?, 83, ¢i)bien C
{(t}, 13,13, Pi) Yiew mit

177, Y

(5f,57,80,¢;) — (s', 8%, 8% ¢c) € IP xRN fiir i — oo.

77 <) 79

Beweis: Da wir eine Minimalfolge betrachten, liegen fast alle P; nahe an +:

P; € Bop,,,[y+1(7(1)) fiir fast alle 4.
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Da I und Bsa,,,+1(7(I)) kompakt sind, hat die Folge {(t!, 7,3, )}, o

eine konvergente Teilfolge, die wir mit {(s}, s?, s3, ¢;) }ien bezeichnen und die

77 7 77
gegen einen Grenzwert (s!,s?, 53, ¢) konvergiert. O

Lemma 3.21. Sei I' € CY(I,RY) nach Bogenlinge parametrisiert und sei
B,.(c) C RY ein Ball mit r > 0. Weiter sei s € int I ein innerer Parameter
mit T'(s) € OB.(c) und (I'(s) — ¢,I"(s)) # 0.

Dann ezistiert ein hg > 0, so dass eine der beiden folgenden Aussagen
qilt:

['(s+h) € B.(c) firhy>h>0
oder
['(s+h) € B.(c) fir0>h> —hy.

Beweis: Wir konnen oBdA ¢ = 0 annehmen. Setze w := (I'(s)—c¢, ['(s)) # 0.
Wir betrachten den Fall w > 0. Sei h € R beliebig mit s+ h € I. Durch eine
Taylorentwicklung erhalten wir fiir 0 < hg << 1 und h > —hyg

IT(s+h)*> = |[(s)+hT'(s) +o(h)|?
= |D(s)|* + 2n(D(s),I"(s)) + o(h)
= |T(s)|? + 2hw 4+ o(h) < |[(s)|* fiir 0 > h > —hy.
Also
[(s+h) € B.(c) fir0>h>—hy.
Der Fall w < 0 geht dhnlich mit hg > h > 0. O

Schon in [GM99] wurde behauptet, dass eine Sphére mit Radius echt
kleiner als © > 0 eine C''-Kurve T’ mit A,,,[[] > © > 0 nicht an mehr als
zwel Punkten oder transversal schneiden kann. Ein Minimalball kann zwar
in mehr als zwei Punkten beriihren, aber dafiir ist I' in mindestens einem
Punkt tangential zum Minimalball (Mehr kénnen wir fiir offene Kurven auch
nicht erwarten, wie Abbildung 5c auf Seite 17 zeigt).

Lemma 3.22 (v tangiert jeden echten Minimalball). FEs gelte
(i) v € CHI,RN) und ~ injektiv.

(ii) oo > Ayp[y] > 0 und sei ¢ € RY das Zentrum eines Minimalballs
BAPPP [] <C> ’

Dann tangiert -y den Minimalball B, v (c) in mindestens einem Punkt, d.h.
es gibt mindestens ein s € I mit y(s) € 0Ba,,,m(c) und (y(s) —c) L ~'(s).
(An Randparametern ist ~'(s) die einseitige Ableitung von ).

41



3 DER GLOBALE KRUMMUNGSRADIUS UND EINE ALTERNATIVE

Beweis: Sei (s;

182,83, ¢) — (sh, 8%, %, ¢) die zu Ba,,, [ (c) gehorende Mini-

[ A R A

malfolge. Wir miissen zwei Fille unterscheiden:

(i) s, s? 83 sind paarweise verschieden. Dann sind auch ihre Bilder unter

~ paarweise verschieden, da ~ injektiv ist. Angenommen, ~ tangiert
den Minimalball dBa, j(c) in keinem der Punkte y(s'),v(s*) und
v(s%). Dann gibt es mindestens zwei Punkte auf dem Minimalball, an
denen v in das Innere des Minimalballs lduft (vgl. Lemma 3.21), was
die folgenden eingeriickten Absétze verdeutlichen.

Wenn von den Parametern s!, s? und s® nur einer oder gar

keiner Randparameter ist (0BdA seien ~y(s?) und 7(s?) keine
Randpunkte), so ist das klar.

Sind jedoch zwei Punkte Randpunkte (oBdA ~(s') und
v(s%)), so luft v im dritten Punkt in den Minimalball herein
und muss ihn auch wieder verlassen, entweder durch einen
Randpunkt (oBdA ~(s?)), aber von innen oder durch einen
Punkt ~(s*), wobei s* auch im Inneren von I liegt. Im letzten
Fall vergessen wir den Randpunkt (s?) und betrachten eine
Folge, die gegen (s!, s, s3, ¢) konvergiert. Auch sie ist nach
Konstruktion eine konvergente Minimalfolge.

Wir kénnen nun also annehmen, dass die Kurve v sowohl in 7(s?) als
auch in y(s®) in das Innere des Minimalballs hereinliduft. Nun kénnen
wir den Minimalball in ~y(s') festhalten und etwas schrumpfen, d.h. wir
bewegen das Zentrum c¢ auf einer Geraden auf y(s') zu und verklei-
nern den Radius entsprechend. Da « sowohl im Punkt ~v(s?) als auch
in y(s*) in das Innere des Minimalballs hineinlduft, schneidet der Rand
des Minimalballs die Kurve v wieder in drei verschiedenen Punkten
v(s1), v(s%*),v(s**). Da aber der Radius etwas kleiner ist, haben wir
st s?*, %% € I gefunden mit R(7y(s'),v(s**),v(s*)) < Apply] (nach
Lemma 3.4). Dies ist ein Widerspruch zur Definition von A,,,[7]. Also
muss der Minimalball die Kurve v in mindestens einem Punkt tangie-
ren.

Mindestens zwei Parameter konvergieren gegen einen Grenzparameter.
OBdA gelte s}, s? — s'. Betrachte folgendes Skalarprodukt:

1771

(s~ 25 +(s7) 2(s)) - v'<s%>> Y

42
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Es ist gleich 0, da y(s}) und 7(s?) auf einem Kreis um ¢; liegen. Mit
i — oo gilt fiir den linken Faktor:

. ) +(sD) 7(s') +1(s")
(A 2 2

und fiir den rechten Faktor gilt:

v(si) —y(s?)
—H ¥ (sh).

Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt die Behauptung:
(c=(s"),7(s") =0.
O

Mit dem vorigen Lemma konnen wir zeigen, dass wir uns auf spezielle
Minimalfolgen beschrinken konnen.

Lemma 3.23. Sei v € C' mit Ay,p[y] > 0. Sei {(s},s2,s3,¢;)}i € IP x RY
eine konvergente Minimalfolge mit
(si,82,80,¢;) — (s',8% 8% ¢) fiiri— oo,
so dass s', 5%, 83 jeweils paarweise verschieden sind.
Dann existieren t,t' € I wund eine konvergente Minimalfolge
{th 2,43, P},  IP x RN mit

17710 Yy

(th 3,43 P) — (t',t,t,c) firi— oo.

1771 Y

Beweis: Sei t € I der Parameter, in dem 7 den Ball B, 4(c) tangiert.
OBdA gelte s' # ¢. Seien {t7};, {t3}; C I\{s'} gliedweise verschiedene Folgen
mit 2, ¢} — ¢ fiir i — oo. Setze t; := s’ und sei P; der Mittelpunkt des Kreises

durch die Punkte v(t}), v(t?) und ~(¢3). Betrachte die Folge (!, t2,t3, P;). Wie
im Beweis von Lemma 3.13 gilt

R(y(t),~(t5),7(t) — pt(s', 1) fiir i — oo.

Da pt(s',t) der Radius des kleinsten Kreises K durch «(s'),~y(t), tangential
zu 7/ (t)) ist, wissen wir, dass er auf dem Ball Bx,, y(c) liegt und dass daher
pt(s',t) < Appl7] gilt (Beweis dhnlich Lemma 3.4). Andererseits wissen wir
Appply] < pt(sh,t) aus Lemma 3.13. Also ist pt(s*,t) = Apyp[y] und K ist ein
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Abbildung 9: Torus-Eigenschaft und Globaler Kriimmungsradius.

Grofikreis. Daher gilt P; — c und (t},t%,t3, P;) ist die gesuchte konvergente

12 71 Y

Minimalfolge. O

Man erwartet, dass I' nicht in das Innere eines Minimalballs laufen kann.
Dies zeigen wir etwas spéter in Lemma 3.26. Der folgende Satz zeigt, dass
eine Kurve I' mit der Torus-Eigenschaft bzgl. © > 0 auch einen Globalen
Kriimmungsradius A, [['] grofer gleich © hat.

Satz 3.24 (Torus-Eigenschaft und Globaler Kriimmungsradius). Sei
I' : I — RY nach Bogenlinge parametrisiert, injektiv und habe die Torus-
FEigenschaft zu © > 0.

Dann gilt A,,,[I'] > © > 0.

Beweis: (Vgl. auch [GMSvdM02] p.36 Lemma 3 (i))

Fir Ap,p[I'] = oo ist nichts zu zeigen. Sei I' im Folgenden also keine
gerade Linie.

Der Beweis erfolgt nun in mehreren Schritten.

1. Sei s},s?,s} eine konvergente Minimalfolge. Angenommen es gelte

Apppll] = 0, dann konvergieren die Parameter s, s?, s gegen einen
gemeinsamen Grenzwert. Betrachte dazu
[U(si) = D7)
2sin £(T'(s;) — [(s7), T(s7) = T(s7))
[C(si) = T(sd)]
p— 2 .

0=A,,[ R(s-1 52 33)

1771 %1
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3 DER GLOBALE KRUMMUNGSRADIUS UND EINE ALTERNATIVE

Also |T'(s}) — T'(s?)] — 0 und wegen der Injektivitdt von I folgt, dass
st und s? gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren. Ebenso

folgert man fiir jedes andere Parameter-Paar aus s!,s?, s3. Also kon-

151 %"

vergieren sie gegen einen gemeinsamen Grenzwert.

2. Angenommen alle drei Parameter konvergieren gegen einen gemein-
samen Grenzparameter: s}, s?,s8 — s, dann gilt A,,,[T] > ©. Be-
weis: Sei i so groB, dass |s — s/| < € = ©/3, j = 1,2,3 (vgl
Lemma 2.9). Wir schitzen R(s},s?,s?) nun nach unten ab. Fiir fe-
stes i konnen wir s}, s7,s3 immer so umsortieren, dass I' die Punkte

17717

['(s}),T(s?),[(s?) in dieser Reihenfolge durchliuft. Betrachte nun den
Torus M(T'(s?),T7(s?),0) und setze Py :=T'(s}), Py := ['(s?) und Ps :=
['(s?). Wieder konnen wir uns mit Hilfe von Lemma 1.7 (ii) auf den
zweidimensionalen Fall beschréinken, indem wir nur die von den Punk-
ten P, P, und P; aufgespannte Ebene F = E?(P,, {P, — Py, P — P })
betrachten und den in ihr enthaltenen Torus Mg(P,, T, ©), wobei der
Richtungsvektor T' € Sk, gerade die Projektion T := p(T'(s?)) ist (p wie

in Lemma 1.7 (ii)).

Da ¢ klein genug ist, befinden sich P, und Ps bereits in Bg/3(F) \
M (P, T, 0), und zwar auf zwei unterschiedlichen Seiten (wegen Lemma
2.9). Deshalb ist der Winkel a := Z(P; — Py, P; — P,) > 7/2 stumpf.
Verkleinert man nun «, indem man die Seite P, P, zu P|P, verlangert
und dabei herunter klappt und die anderen Seiten des Dreiecks gleich
lang 1aBt (vgl. Abbildung 9), so dass P{ € OM(T'(P),I"(s?),0), so
wissen wir wegen Lemma 3.3, dass wir den Umbkreis des Dreiecks nur
kleiner gemacht haben (der Winkel v wird kleiner, bleibt aber stumpf).
Ahnlich finden wir P} € OM(T'(P,),1"(s?),©) und erhalten:

R(Py, Py, Ps) > R(P|, Py, P3) > R(Py, P», P3) = ©.
Damit folgt aber

O < lim R(D(s}), T(2), T(s)) — Apy[T]

N (2 K3
1—00
also A,,p[I'] > O, was zu zeigen war.

Wir wissen nun insbesondere, dass A,,,[I'] > 0 gelten muss.
3. Angenommen mindestens zweir Parameter konvergieren gegen unter-
schiedliche Grenzparameter. Dann gilt insbesondere A,,,[I'] > 0. We-

gen Satz 2.14 wissen wir I' € CH(I,RY), also muss wegen Lemma
3.22 jeder Minimalball tangieren. Wir kénnen also eine Minimalfolge
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L 82,83, ¢;) finden (nach Lemma 3.23), die gegen einen gemeinsamen

Grenzparameter konvergiert. OBdA tangiere der Minimalball in T'(s?)
und es gelte s7,s7 — s? = s, wobei (s!,52, 53 ¢) der Grenzwert der
Minimalfolge ist. Es gelte also s' # s%, s> = s* (Sonst verfahren wir wie

im vorhergehenden Fall). Fiir ¢ — oo folgt dann:

(s} 82, s

All] < Rs} st 50 (43)
_ [C(s;) = D)l () gl B
~ 2sinL(I(sh) — T(s3),[(s?) — I(s3)] pi(s, s°)

(2 (2 (2

In dieser Gleichung gilt (*), da (s},s?,s?) eine Minimalfolge ist und

1771 T

(xx) folgt wie im Beweis von Lemma 3.13. Da pt(s!, s*) gerade der
Radius des Kreises durch I'(s?) und I'(s') und tangential an I'(s?) ist,
ist er grofer gleich ©, denn sonst wire I'(s') € M(T'(s%),I(s®), ©), was
den Voraussetzungen widerspréche. Mit dieser Beobachtung und durch
Grenziibergang in Gleichung (43) erhalten wir

Appp[r] = pt(sla 53) > 0,

was zu zeigen war.

Wir fassen nun die vorigen Resultate zusammen in folgendem Satz:

Satz 3.25 (Aquivalenzsatz). Sei I' : I — RN eine stetige, nach Bo-
genldnge parametrisierte Kurve und sei © > 0. Dann sind dquivalent:

(1) Apl'] > ©.
(ii) T hat die Torus-Figenschaft zu © und ist injektiv.
(1) Dppp[l'] = ©.

Insbesondere gilt also
Appp[r] = Ap [T7.

Beweis:
(i) = (ii) Dies ist gerade die Aussage von Korollar 3.15.
(ii) = (iii) Dies ist die Aussage von Satz 3.24.

(iii) = (i) Dies hatten wir bereits in Lemma 3.13 gezeigt.
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|

Lemma 3.26 (Jeder echte Minimalball ist leer). Sei ' : I — RY cine
nach Bogenldnge parametrisierte Kurve mit oo > A, [['] = Ax[T'] > © > 0.
Sei Ba,,,r(c) ein Minimalball.

Dann gilt Ba,,,ir(c) NT'(1) = 0.

Ist s € int I innerer Parameter mit I'(s) € 0Ba,, r)(c), so gilt:

(T(s) —c) LT(s).

Beweis: Aus Satz 3.18 folgern wir I' € CH(I,RY). Wegen A,,,[[] > 0
wissen wir, dass der Minimalball echt ist. Angenommen es gébe ein s € [
mit ['(s) € Ba,,,m(c). Wegen Lemma 3.22 wissen wir, dass ein ¢ € I mit

L(t)—c LTt

existiert. Damit ist der kleinste zu I"(¢) tangentiale Ball, auf dessen Rand
I'(s) liegt, echt kleiner als der Minimalball mit Radius A,,,[I']. Nach Defini-
tion gilt aber pt(s,t) > Ay [I'] = Ayp,[L]. Das ist ein Widerspruch.

Sei s € int I mit I'(s) € 0Ba,,,r(c). Ware I'(s) in I'(s) nicht tangential
zu 0Bp,,,r(c), so wiirde nach Lemma 3.21 ein s’ € I existieren mit I'(s’) €
Ba,,,r)(c), was nach vorigem Absatz unmdglich ist. O

Beriihrt eine geschlossene Kurve I' den Rand eines Minimalballs in nicht
antipodischen Punkten, so verlauft I zwischen ihnen auf einem Grofkreis.

Satz 3.27. Sei I' eine geschlossene Kurve, parametrisiert nach Bogenldinge
mit App[T] > © > 0. Weiter sei Ba,,,rj(c) C RY ein Minimalball und
x,y € 0Ba,,,m(c) NT(I) mit |z —y| < 2A,,,[T].

Dann verliuft eine Komponente von I'(I) \ {z,y} zwischen x und y auf
einem Gropkreis auf 0Ba,,,m(c).

Zum Beweis des Satzes zeigen wir zunéchst ein Lemma, das im Wesentli-
chen auf eine Vermutung von MICHAEL FARBER zuriickgeht (vgl. aber auch
[SvdMO03a], Proposition 2). Man betrachte die Abbildung 10, um ein Bild von
den Aussagen (i) und (ii) zu bekommen (und Abbildung 8 der Stadionkurve
auf Seite 40; der mittlere Kreis ist ein Beispiel fiir antipodische Schnittpunk-
te).

Lemma 3.28 (Schnitt von I' mit Rand eines echten Minimalballs).
Sei ' : I — RY eine stetige, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
Apppll'] > © > 0. Weiter sei Ba,,j(c) C RY ein Minimalball und x,y €
0Bn,,,m(c) NT(I) mit |v —y| < 2A,,,[].

Dann ist mindestens eine der beiden folgenden Aussagen wahr:
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Abbildung 10: Schnitt vom Rand eines Minimalballs mit dem Bild von I'. Die
Punkte = und y sind wie im Fall (i) von Lemma 3.28, # und ¢ sind dagegen
wie im Fall (ii).

(i) Es existiert ein Intervall J C I mit x,y € I'(J) C 0Ba,,,m(c)-

(ii) Es existieren Intervalle Jy,Jo C I mit J;NOI # 0 (i = 1,2) und
r € I'(J1) C 0Ba,,,m(c) sowiey € I'(Jy) C 0Ba,,,r)(c).

Der Fall (i) kann nur bei offenen Kurven auftreten.

Beweis: Wegen Satz 3.25 gilt A,[I'] > © > 0. Und aus Satz 3.18 folgt
I e CY(I,RY). Wegen Lemma 3.8 ist ' injektiv.

Definiere fiir r € I und I'(r) € 9Ba,,,r(c) die Menge J(r) als die Verei-
nigung aller abgeschlossenen Intervalle K, die r enthalten und deren Bilder
ganz in 0Ba,,,rj(c) liegen

J(r):= U K.

TGKC[,F(K)C@BAPPP[F](C)
Die Menge J(r) hat die folgenden Eigenschaften:
e Sie ist nicht leer, denn r € J(r).

e Sie ist zusammenhingend, denn sie ist die Vereinigung zusam-
menhéngender Mengen mit dem gemeinsamen Parameter r.
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e J(r) ist kompakt. Es ist abgeschlossen, denn sei u € 90J(r) und {u;} C
J(r) eine Folge mit u; — u, so folgt wegen der Stetigkeit von I' und
der Abgeschlossenheit von 0B, (c):

0Ba,,,r(¢) > 7(u;) = y(u) € IBa,,,r)(c) fiir i — oo.

Also ist die abgeschlossene, zusammenhingende Menge J(r) U 90.J(r)
ein zuldssiger Kandidat fiir K. Daher ist J(r) abgeschlossen. Wegen
der Beschrénktheit ist J(r) auch kompakt.

o Esgilt v’ € J(r) & J(r) = J(r'). Denn aus ' € J(r) folgt die Existenz
eines Intervalls K mit 7,7’ € K,T'(K) C 0Ba,,,rj(c). Damit folgt r €
J(r"). Und J(r') erfiillt T'(J(r")) C 0Ba,,,r(c) und ebenso I'(J(r)) C
0Ba,,,m(c), also J(r) = J(r'). Die Umnkehrung ist klar.

Setze s := I~ Y(z),t := T Y(y). Gilt J(s) = J(t), so folgt z,y € T'(J(s)) und
wir haben mit J = J(s) gezeigt, dass die Aussage (i) wahr ist.

Angenommen J(s) # J(t). Also J(s) N J(t) = (). Sei

d:= min |2 — o]
'€T(J(s)),y' L(J(t))

Wegen der Kompaktheit und da I'(J(s)) und I'(J(¢)) wegen der Injektivitét
von ' disjunkt sind, folgt d > 0 und das Minimum in der Definition von d wird
angenommen. Seien =’ € I'(J(s)) und 3’ € I'(J(t)) derart, dass 0 < d = |2’ —
Y| < 24,,,[T] gilt. Setze s’ :=T(2') € J(s) und ¢’ :=T~1(y’) € J(¢). Sind
sowohl s als auch ¢’ Randparameter von I, so setzen wir J; = J(s), Jo = J(t)
und Aussage (ii) ist wahr.

Angenommen einer der Parameter s',t' ist kein Randparameter. Wir
fithren das zum Widerspruch. OBdA sei t' innerer Parameter. Setze nun
T :=T"(t")/|T"(t")]. Wegen Bogenlédngenparametrisierung gilt IV(¢') # 0. Nun
gilt

<T7 x’ — yl> 7& 07 (44)
denn sonst wire pt(s',t') = |2’ —y'|/2 < A,pp[L'], was ein Widerspruch zu den
Voraussetzungen ist. Betrachte nun das Linsengebiet L := L(2/,y', Ap,p[I])
definiert wie in Lemma 3.5. Es gilt L C Ba,,,rj(c), da der Minimalball einer
der Schnitt-Bélle der Konstruktion von L ist (vgl. Abbildung 11). Wegen
Lemma 3.26 folgt I'(I) N L = 0. Sei {¢;}; nun eine monotone Nullfolge, so
dass (I'(t +¢) —y',2' —y') >0 firallei € Nund I'(t + ¢;) € 0Ba,,,r(c).
Dies ist moglich wegen (44) mit Lemma 3.21 und da J(t) maximal war mit
['(J(t)) C 0Ba,,,r(c). Wahle nun ein n so groB, dass

x/+y/
2

F(t + Ei) € B|$/_y/|/2( ) \ L(:L‘I, y/, Appp[f‘]) Vi Z n.
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Abbildung 11: Zum Beweis von Lemma 3.28. Der Radius R(z',y/, T'(t + ¢;))
ist kleiner als A,,,[I'], was den Vorraussetzungen widerspricht.

Mit Bemerkung 3.6 folgt nun, dass ein 7’ € (|2’ —y/|/2, A, [I]) existiert mit
I'(t+e€,) € OL(2',y/, "), also R(I'(s),['(t),T(t +€,)) < 1" < Apy[l]. Dies
ist ein Widerspruch zu den Voraussetzungen. Also ist Aussage (i) oder (ii)
wahr. 0

Verlauft eine Kurve auf dem Rand eines Minimalballs, so liegt sie auf
einem Groflkreis:

Lemma 3.29 (Kurven auf Minimalbillen sind Groflkreise). Sei «y
eine Kurve mit Appply] > © > 0 und Ba,,,1(c) C RY ein Minimalball.
Weiter enthalte die Menge J C I mindestens drei Parameter und es gelte
’Y(‘]) - 8BAPPP[“/](C)

Dann ist v(J) Teilmenge eines Grofikreises auf O0Bn,, v (c).

Beweis: Wegen Lemma 3.8 folgt, dass I' injektiv ist. Deshalb und da I
mehr als zwei Parameter enthilt, finden wir s,s" € J, so dass 7(s),v(s')
nicht antipodisch liegen. Es gilt nun fir alle t € J \ {s,s'}, dass (t) €
E = Es(c,{v(s) — ¢,7(s') — ¢}), denn sonst folgt aus Lemma 3.4, dass
R(v(s),7(s"),v(t)) < Appply]. Dies bedeutet jedoch gerade, dass v(J) C
EN0Ba,,,(c) Teilmenge eines GroBikreises ist. O

Nun koénnen wir Satz 3.27 beweisen:
Beweis: [Satz 3.27] Wegen Lemma 3.28 wissen wir, dass ein Intervall J C I
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existiert mit x,y € v(J)NOBa,,,[(c). Mit Lemma 3.29 folgt schliefilich, dass
J von ~ auf einen Grofkreis abgebildet wird. O

Bemerkung 3.30. Liegen drei Punkte x,y, z einer geschlossenen Kurve I’
auf einem echten Minimalball und sind alle Winkel des Dreiecks A(z,y, z)
kleiner als /2, so ist I' ein Grofikreis des Minimalballs, denn T lduft zwischen
allen drev Punkten auf einem Grofkreis und I ist injektiv.

4 Regularitit von p,,,[I'](-) und py,[I(-)

In diesem Abschnitt behandeln wir die Regularitét von py,,[I'](+) und p,[I'](-)
zu einer gegebenen festen Kurve I' : I — RY. Wir zeigen, dass sowohl
popp L] (+), als auch py[I'](+) oberhalbstetig sind und untersuchen den Spezi-
alfall, dass sie in einem Punkt unendlich werden.

Lemma 4.1. Sei vy : I — RY eine stetige Kurve. Sei s; — s eine Folge in
I.
Dann gilt

lim sup pppp[7](si) < pppp[7](5), (45)

d.h. pppp it oberhalbstetig.
Beweis: Sei O := limsup,_, . ppppl7](si). Fiir © = 0 ist nichts zu zeigen. Sei

also co > © > 0 (d.h. wir lassen © = oo zu). Angenommen p,,,[7](s) < O,
dann existieren t; # to € I verschieden von s mit

R(v(8),v(t1),~(t2)) =:m < ©.

OBdA sei {s;}; schon eine Maximalfolge von (45) mit s; — s, d.h.
lim; 0 Pppp[7](8i) = ©. Wir unterscheiden zwei Falle:

(i) Falls v(t1),v(t2), v(s) paarweise verschieden: Wegen

[v(t1) = (t2)]
R(y(t1),7(s),7(t2)) = 5= =n<0O <
090D = 5 20 — 1), 71) — (@)
folgern wir sin £(y(t1) — v(s),7(s) — v(t2)) # 0. Wegen der Stetigkeit
des Sinus und des Winkels folgern wir (beachte: fiir ¢ grof§ genug gilt

Y(t1) # v(si) # y(t2))

sin £ (y(t1)—=(s:), v(s:) =7(t2)) — sin L(y(t1)—7(s),7(s) = (t2)) fiir i — oo.
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Insgesamt also R(y(s;),v(t1),v(t2)) — n und damit
= R(y(s:),7(t1), 7(t2)) 2 pppp[r](si) — © > fiir i — oo,
was ein Widerspruch ist.

(ii) Falls ~(t1),7(t2),v(s) micht paarweise verschieden: Wir behandeln
zunédchst den Fall, dass v(s) = ~(t) Doppelpunkt ist (fiir ¢ = ¢; oder
t = t3). Dann gilt:

_ diam({(s:),7(s), 7(1)})
2

PoppY1(51) < R(v(si),7(8),7(t))

[v(si) —7(s)]

5 — 0 fiir 1 — oo,

also © = 0 und es ist nichts zu zeigen.

Sei also y(t1) = 7(t2). Dann gilt

Riv(si). (1), () = dmm({v(s»g(tl),v(tz)}) _ h(sy) ;’y(tl)|.

Wegen der Stetigkeit von v und des euklidischen Abstands gilt

[v(s:) = 7))l [r(s) = ()
2 2

=n fiir i — oo,
so dass folgender Widerspruch auftritt:
n < R(y(si),7(t1),7(t2)) = pppp[7](si) — © > fiir i — oco.
Also ist pppl7](s) > ©. O
Im obigen Beweis ist der Fall © = oo bemerkenswert, denn mit Lemma

4.3, dessen Beweis wir nun angehen, folgt, dass v dann auf einer Geraden
liegen muss.

Lemma 4.2. Seiy: I — R eine stetige Kurve. Gilt fiir ein s € I

Pppp['Y](S) = 00,

so liegt v auf einer Geraden und ist injektiv. Und daher gilt ppyp[v](t) = oo
fir alle t € 1.
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Beweis: Die Gleichung p,,,[7](s) = oo bedeutet, dass v(s),y(o),y(r) fir
alle paarweise verschiedenen o, 7 € I \ {s} kollinear sind. Halten wir 7 fest,
so sehen wir ein, dass y(¢) auf der Geraden durch 7(s) und () liegt, also
liegt ganz v auf dieser Geraden.

AuBlerdem ist «y injektiv, denn géibe es o € I,0 # s mit y(o) = 7(s), so
folgt nach Lemma 3.8 der Widerspruch p,,,[7](s) = 0. Gébees o # 7 € I\{s}
mit y(o) = y(7), so folgt nach Definition und wegen der Kompaktheit von I

s 1(5) < R(5),7(0), 7)) = 20O o

was ebenfalls ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.
Sei t € I also beliebig und seien o,7 € I\ {s} mit ¢ # 7. Dann sind
~(t), (o), v(7) kollinear und paarweise verschieden, also folgt

Popp(t) =00 Vit € L.

O
In [SvdM03a, Lemma 1, S. 44] wurde gezeigt, dass fiir geschlossene Kurven
! diam(3(1)
iam(~y
pol(5) < T s e g

gilt. Das vorige Lemma zeigt, dass wir ein so gutes Ergebnis nicht erwarten
konnen. Allerdings zeigt das folgende Lemma, dass p,,, nur fiir Teilstiicke
von Geraden unbeschréankt ist. Man beachte, dass hierbei die Kompaktheit
von [ wesentlich ist.

Lemma 4.3. Seivy : I — RY cine stetige Kurve und sei {s;}; eine Folge
in I mit
Zlggo Povp[7](8:) = o0 (46)

Dann liegt v auf einer Geraden und ist injektiv.

Beweis: Da [ kompakt ist, konnen wir aus {s;}; eine konvergente Teilfolge
auswahlen, die wir wieder mit {s;}; bezeichen und die gegen einen Grenz-
parameter s € [ konvergiert. Damit erfiillt {s;} die Voraussetzungen von
Lemma 4.1 und wir folgern

PopplV](8) = limsup ppp,[v](s:) = o0,
also pppp[7](s) = co. Mit Lemma 4.2 folgt dann die Behauptung. O
Auch p,; ist oberhalbstetig:
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Lemma 4.4. Sei ' : [ — RY eine nach Bogenlinge parametrisierte, steti-
ge, injektive Kurve. Sei {s;}; C I eine Folge mit s; — s € I.
Dann gilt

lim sup p[T)(s.) < pyr[T](5), (47)

d.h. pp ist oberhalbstetig.
Beweis: Sei O := limsup, . pp[I'](s;). Fiir © = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei also oo > © > 0. Angenommen p,[I'](s) < ©, dann existiert ein von s
verschiedenes

tel' :={rellT'(r) existiert und |I"(r)| # 0}
mit
pt(s,t) =:n < O.

OBdA sei {s;}; schon eine Maximalfolge von (47), d.h. lim; ., pp[I'](s;) = O.
Da I' injektiv ist, gilt I'(¢) # I'(s). Wegen

[0() = T(s)|
2sin L(I'(¢) — T'(s),IT(t))

pt(8>t>: :77<@§OO

folgern wir sin £(I'(t) — T'(s), I'(t)) # 0. Wegen der Stetigkeit des Sinus und
des Winkels ergibt sich (beachte I'(t) # I'(s;) fiir 7 grofl genug)

sin £(T(t) — T(s;), I'(t)) — sin L(T'(t) — T'(s),I7(¢)) fiir i — oo.
Insgesamt also pt(s;,t) — n und damit
1 pt(si,t) = pp[l](si) = ©>n fiir i — oo,

was ein Widerspruch ist. O
Bemerkung 4.5. Die Injektivitit der obigen Kurve ist notwendig. Man be-
trachte dazu folgendes Beispiel: Sei I' : I = [0,L] — RY die Parametri-
sierung eines Kreises mit Radius v > 0 und I'(0) = T'(L). Sei {s;} C I
eine Nullfolge mit s; > 0 fir alle i € N. Dann gilt p[I'](0) = 0, aber
pptL](s;) =7 > 0.

Bemerkung 4.6. Die Aussage von Lemma 4.2 gilt so nicht fir py, wie
folgendes Beispiel zeigt:
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Seien Ty, Ty, Ty € S? paarweise nicht parallel. Setze

r:0,5 — R
sTy  fir s € [0,1]

Ty — (s— 1Ty firse(1,2]

L(s) := (s —=2)Ty fiir s € (2,3] .
T2 — (8 — 3)T2 fur’ S € (3,4]
(s —4)T3 fir s € (4,5]

Die so definierte Kurve I" ist nach Bogenldnge parametrisiert, differenzierbar
auf ganz [0,5]\ {1,2,3,4} und es gilt

ppe[T1(0) = pp[I'1(2) = ppe[T](4) = 00
Aber natirlich ist Ay [T'] = 0.

Bemerkung 4.7. Im allgemeinen ist p,,,|I|(-) nicht stetig, wie ein Bei-
spiel von SCHURICHT und VON DER MOSEL ([SvdM0/4, Anhang A]) zeigt.
Es ist, wie sich bei genauerer Betrachtung herausstellt, ebenso ein Beispiel
fir die Unstetigkeit von p,[U'](+). Die Konstruktion besteht im Wesentlichen
darin, immer kiirzer werdende Kreisbogen mit schrumpfenden Radien, von
der Null weg beschrinkt, abwechselnd mit Links- und Rechtskrimmung zu-
sammenzufiigen. Im infinitismal kleinen Kreisbogen springt dann p,,, nach
oben.

Fin anderes Beispiel ist Abbildung 5f auf Seite 17. Ndhrt man sich in
einer Folge von Punkten dem Knick, so geht pppU](-) gegen 0. Im Knick
selbst springt ppp[L](+) nach oben.
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